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1. Einleitung

1927 erschien im Verlag Walter de Gruyter FELIX HAUSDORFFs Buch Mengen-
lehre. Es war als ,zweite, neubearbeitete Auflage* der Grundziige der Mengen-
lehre deklariert, in Wahrheit aber ein vollkommen neues Buch. Wegen der vom
Verlag verlangten Beschrankung der Seitenzahl der neuen Ausgabe auf etwa
60 % des Umfangs der Grundziige? waren drastische Kiirzungen nétig geworden.
So lieR HAUSDORFF aus dem in den Grundziigen behandelten Stoff die Maf-
und Integrationstheorie, grofie Teile der Theorie der geordneten Mengen sowie
die Ausfiihrungen iiber euklidische Riume weg. Die wohl einschneidendste An-
derung gegeniiber den Grundzigen bestand darin, dak HAUSDORFF die dort
voun ihm selbst entwickelte Theorie der topologischen Riume in der Neuausga-
be fast vollstindig verlie und die Punktmengentheorie auf metrische Rdume
beschrinkte.

Andererseits war HAUSDORFF natiirlich bestrebt, wichtige seit dem Erschei-
nen der Grundzige erzielte Fortschritte auf dem Gebiet der Mengenlehre in
sein neues Buch aufzunehmen. Solche Fortschritte gab es vor allem in zwei
Bereichen:

1Ein herzlicher Dank geht an Herrn Egbert Brieskorn fiir zahlreiche wertvolle Hinweise.
2Naheres dazu im Abschnitt 2 dieser Einfiihrung.



1.) Die Untersuchungen zur Grundlegung der Mengenlehre hatten zu einer weit-
hin akzeptierten vervollstindigten Version der ZERMELOschen Axiomatik ge-
fithrt (A. FRAENKEL, TH. SKOLEM).

2.) Es hatte einen betrichtlichen Ausbau des Gebietes gegeben, das man heute
als deskriptive Mengenlehre bezeichnet (ALEXANDROFF, HAUSDORFF, LUSIN,
SUSLIN, SIERPINSKI, KURATOWSKI u. a.).

Die Problematik der axiomatischen Grundlegung der Mengenlehre lag HAus-
DORFF nicht besonders am Herzen — er {iberlie diese Arbeit gerne anderen und
konnte sich durch das Erscheinen von FRAENKELs Biichern [Fr 1923] und [Fr
1927] im Hinblick auf das eigene Werk entlastet fiihlen.?

Ganz anders lagen die Dinge bei der deskriptiven Mengenlehre. HAUSDORFF
bemiihte sich, alle auf diesem Gebiet erzielten Fortschritte, insbesondere die der
russischen Schule um LUSIN, in sein Buch einzuarbeiten. Die grofe Resonanz
auf HAUSDORFFs Mengenlehre beruhte zu einem wesentlichen Teil darauf, daf
hier erstmals eine monographische Darstellung des damals aktuellen Standes
der deskriptiven Mengenlehre gegeben wurde. Diese Tatsache mag es rechtferti-
gen, daf im folgenden der genaueren Analyse der Entstehung und Wirkung des
HauspoRrFFrschen Buches ein kurzer Abriff der Entwicklung der deskriptiven
Mengenlehre bis zum Jahre 1916 vorangestellt wird. In diesem Jahr publizier-
te HAUSDORFF seinen bedeutendsten Beitrag zur deskriptiven Mengenlehre,
die Losung des Kontinuumproblems fiir Borelmengen* ([H 1916]); gleichzeitig
und unabhéngig von HAUSDORFF erzielte ALEXANDROFF das gleiche Ergebnis
([Al 1916]). Im Jahr danach begann mit der Entdeckung der analytischen Men-
gen® durch LusiNs Schiiler M. SUSLIN eine neue Etappe in der Entwicklung
der deskriptiven Mengenlehre, welche vor allem durch die russische Schule um
LusiN und die polnische Schule um SIERPINSKI geprigt wurde. Diese Etappe
ist im Abschnitt 5. dieser Einfithrung, in den Kommentaren zu HAUSDORFFs
Mengenlehre und in den Kommentaren zu seinen zahlreichen nachgelassenen
Papieren zur deskriptiven Mengenlehre eingehend behandelt, so daff wir in dem

3In einer Postkarte HAUSDORFFS an FRAENKEL vom 9.6.1924 heifit es dazu: ,Fiir die
freundliche Dedication der 2. Auflage Ihrer ,Einleitung i. d. Mengenlehre“sage ich Thnen
herzlichen Dank, zugleich mit bestem Gliickwunsch zu dem buchhindlerischen Erfolg Ih-
res Werkes. Sie haben mir fiir die 2. Aufl. meines Buches (die ich ginzlich neu bearbeiten
will) einen grossen Dienst geleistet, insofern ich fiir verschiedene wichtige Dinge, die mir
nicht liegen, auf Thre ausgezeichnete Darstellung verweisen kann, z. B. fiir die Axiomatik (in
der Sie einen wesentlichen Fortschritt {iber Zermelo hinaus erzielt haben betr. das Axiom der
Aussonderung) und fiir die Behandlung der Antinomien.“ NL FrRAENKEL, Abraham Halevi
Fraenkel Archive (Arc. 4* 1621), Jewish National and University Library, Jerusalem.

4Das System der Borelmengen eines metrischen Raumes ist das kleinste Mengensystem,
welches die offenen Mengen enthilt und welches gegeniiber Komplementbildung und der
Bildung abzdhlbarer Vereinigungen abgeschlossen ist. Es kann durch transfinite Rekursion
der Linge w) (erste iiberabzihlbare Ordinalzahl), beginnend mit den offenen Mengen G und
den abgeschlossenen Mengen F, aufgebaut werden (Mengenlehre, S.82 ff. und S.177-178,
dieser Band, S. 126 ff. und S. 221-222). Die so sukzessive entstehenden Teilklassen der Klasse
aller Borelmengen bilden die Borelsche Hierarchie.

5Die analytischen Mengen {A-Mengen, Suslinmengen) sind die stetigen Bilder von Borel-
mengen. Sie kénnen durch die SusLinsche A-Operation (auch Susrinscher ProzeR genannt)
erzeugt werden (Mengenlehre, S.91, dieser Band, S.135).



folgenden historischen Uberblick darauf nicht einzugehen brauchen.
In einer modernen Darstellung der klassischen deskriptiven Mengenlehre ([Ke
1995]) wird das Gebiet folgendermafien umschrieben:

Descriptive set theory is the study of ,,definable sets“in Polish (i.e.,
separable completely metrizable) spaces. In this theory, sets are classified
in hierarchies, according to the complexity of their definitions, and the
structure of the sets in each level of these hierarchies is systematically
analyzed.®

Zu diesem ,klassischen® Teil kamen ab den 30-er Jahren logische und metama-
thematische Untersuchungen hinzu sowie die Erforschung der engen Beziehun-
gen zur Theorie der rekursiven Funktionen (Entstehung der ,effektiven deskrip-
tiven Mengenlehre).” Die deskriptive Mengenlehre hat mittlerweile Anwendun-
gen in zahlreichen Zweigen der Mathematik gefunden, z. B. in der Mafitheorie,
Wabhrscheinlichkeitstheorie, Topologie, Funktionalanalysis, harmonischen Ana-
lyse, Limitierungstheorie, Potentialtheorie, Ergodentheorie, Darstellungstheo-
rie Liescher Gruppen, Kombinatorik und mathematischen Logik.?

Die deskriptive Mengenlehre hat wie die allgemeine Mengenlehre ihren Aus-
gangspunkt in CANTORs Untersuchungen iiber die Eindeutigkeit der trigono-
metrischen Entwicklung ([Ca 1872]). CANTOR hatte 1870 bewiesen, daf aus

o
a_20 —I—Z(an cosnz + b, sinnz) =0 (1)

n=1
fiir alle z € (—m, 7] folgt, daf ar, = 0, by = 0 Vk ist. 1871 zeigte er, dak dieser
Satz bestehen bleibt, wenn die Reihe in endlich vielen Punkten nicht konvergiert
oder die Null nicht darstellt. Entscheidend fiir die weitere Entwicklung war
CANTORs Frage nach der Existenz unendlicher Eindeutigkeitsmengen; dabei
heift P eine Eindeutigkeitsmenge, wenn aus der Giiltigkeit von (1) fiir alle z €
(—m, 7]\ P folgt, daf ar, = 0, by, = 0 Vk ist. 1872 konnte CANTOR zeigen, daf
es unendliche Eindeutigkeitsmengen gibt. Um sie zu charakterisieren, fiihrte er
den Begriff der Ableitung eine Punktmenge ein: Fiir P C R ist die Ableitung P’
die Menge aller Hiufungspunkte von P. Der Prozef des Ableitens kann iteriert
werden: P("+1) = (P(™Y_ Die mengentheoretische Operation des abzihlbaren
Durchschnitts und weiteres sukzessives Ableiten fiihrten CANTOR auf die Idee
des ,,Zahlens iiber das Unendliche hinaus®, auf die transfiniten Ordinalzahlen:

N P™ = P, (P(w))/Z:P(“’“), usw.
n=1

Fir den Aufbau einer allgemeinen Mengenlehre mufite es nur noch gelingen,
diese neuen ,Zahlen“w,w + 1,... unabhéngig vom Begriff der Ableitungsord-
nung von Punktmengen zu definieren; dies erreichte CANTOR 1883 mittels des

5[Ke 1995], S. XV.
7S. dazu das Buch von Y. N. Moscuovakis [Mos 1980].
8Literaturhinweise zu zahlreichen Anwendungen findet man bei Kecuris [Ke 1995], S. 347.



Begriffs der Wohlordnung. Die transfiniten Ordinalzahlen sind fiir die deskrip-
tive Mengenlehre, insbesondere fiir die Untersuchung héherer Punktklassen, ein
unverzichtbares Instrumentarium.

Die 1872 von CANTOR gefundenen unendlichen Eindeutigkeitsmengen sind
gewissermaRen ,magere“ Mengen: P ist Eindeutigkeitsmenge, falls P(®) = {) ist
fiir eine natiirliche Zahl n ([Ca 1872]). Die Eindeutigkeitsmengen sind bis heute
ein intensiv bearbeitetes Forschungsgebiet geblieben; die moderne deskriptive
Mengenlehre hat dazu wesentliche Beitréige leisten kénnen.®

Mittels der Ableitung einer Punktmenge konnte CANTOR topologisch ,ein-
fache* Mengen definieren: P heilt abgeschlossen, falls P/ C P, P heift insich-
dicht, falls P C P’; eine abgeschlossene insichdichte Menge heift perfekt. Die
Komplemente abgeschlossener Mengen sind die offenen Mengen; diese kommen
bei CANTOR allerdings nur implizit vor. Die abgeschlossenen bzw. die offenen
Mengen sind das Ausgangsmaterial fiir die im obigen Zitat erwdhnten Hier-
archien. Fiir die abgeschlossenen Mengen konnte CANTOR einen Struktursatz
beweisen, der die Frage der Machtigkeit kldrt: Ist P abgeschlossen, so gilt

P=RUS, RNS =10 (2)

mit héchstens abzghlbarem R und perfektem S (Satz von CANTOR-BENDIXSON).
Da eine nichtleere perfekte Menge die Michtigkeit des Kontinuums hat, folgt
aus dem Satz von CANTOR-BENDIXSON die Giiltigkeit der CANTORschen Kon-
tinuumhypothese fiir abgeschlossene Mengen von R: Jede abgeschlossene un-
endliche Menge ist entweder abzdhlbar oder sie hat die Michtigkeit des Kon-
tinuums. CANTOR hoffte, daf man durch Ausdehnung von (2) auf beliebige
Teilmengen P C R die Kontinuumhypothese wird allgemein beweisen kénnen.
Dies kann nicht gelingen, wie wir heute wissen. Die erfolgreichen Bemiihungen
von YOUNG, HAUSDORFF, ALEXANDROFF und SUSLIN, den Satz von CANTOR-
BENDIXSON auf wesentlich allgemeinere Mengenklassen als die abgeschlossenen
Mengen auszudehnen, haben jedoch der Entwicklung der deskriptiven Mengen-
lehre wichtige Impulse verliehen.

Die erste Monographie, die vollstandig der deskriptiven Mengenlehre gewid-
met war, LUSINS Lecons sur les ensembles analytiques et leurs applications ([Lu
1930a]), enthilt nach einem Préface von LEBESGUE ein Avertissement des Au-
tors, welches folgendermafien beginnt:

Les questions traitées dans cet Ouvrage appartiennent a la théorie des-
criptive des fonctions dont MM. Borel, Baire et Lebesgue sont les fonda-
teurs.'?

Die deskriptive Funktionentheorie, von der LUSIN hier spricht, war nicht zuletzt
aus philosophischen Erwigungen heraus entstanden, aus Erwigungen, die das
Problem der Existenz mathematischer Gegensténde betrafen. Die im Hinblick
darauf zentrale Frage hatte LEBESGUE in einem Brief an BOREL folgenderma-
fen formuliert:

9S. dazu das Buch [KeLou 1989] und [KeLou 1992].
10[1,u 1930a], S. XIII.




Peut-on démontrer Uezistence d’un étre mathématique sans le définir?'!

Die Antwort, die er unmittelbar anschlof, formulierte eine Ansicht, die auch von
BAIRE und BOREL vom Beginn ihrer wissenschaftlichen Tétigkeit an vertreten
worden war:

C’est évidemment une affaire de convention; mais je crois qu’on ne peut
batir solidement qu’en admettant qu’on ne démontre I’existence d’un étre
qu’en le définissant.'?

Was unter ,definierbar zu verstehen ist, hat LEBESGUE im selben Jahr so be-
schrieben:

Un objet est défini ou donné quand on a prononcé un nombre fini de
mots s’appliquant & cet objet et & celui-la seulement; c’est-a-dire quand
on a nommé une propriété caractéristique de I’objet.*®

Dies ist in der Tat etwas vage und wiirde zur Prézisierung einer formalen Spra-
che bediirfen. Versuche einer solchen Prizisierung haben BAIRE, BOREL und
LEBESGUE nicht unternommen; fiir sie mufiten sich die mathematischen Objek-
te durch gewisse akzeptierte Prozeduren ,beschreiben® (décrire) lassen. Jeden-
falls gehtrten CANTORs Theorie beliebiger Mengen beliebig grofier Machtigkeit,
beliebige Funktionen im Sinne DIRICHLETs und beliebige Auswahlen in ZERME-
LOs Beweis des Wohlordnungssatzes nicht zum Bereich des ,Beschreibbaren®.!4
Die Herausbildung der franzésischen Schule der ,deskriptiven Funktionen-
theorie“ kann auch als Beginn der ,deskriptiven Mengenlehre® als eines eigen-
stindigen Teilgebietes der Mathematik betrachtet werden.'® Am Anfang dieser
Entwicklung stand BORELs Monographie Legons sur la théorie des fonctions
([Bo 1898]), das erste Buch, welches in groRerem Umfang Ideen der Mengenlehre
in Frankreich verbreitete.'® CANTORs Schopfungen werden dort im Haupttext
aber nur so weit in Betracht gezogen, als es fiir die Theorie der reellen Funktio-
nen erforderlich erscheint. So heifit es nach Einfithrung des Machtigkeitsbegrif-
fes mit Blick auf die Begriffe ,,abzihlbar“ und ,yon Kontinuumsmachtigkeit:

Ces notions nous suffiront pour les applications que nous avons en vue.'”

Fiir Maftheorie und deskriptive Mengenlehre besonders bedeutsam war die
Einfiihrung der ,ensembles mesurables”, jener Mengenklasse, die HAUSDORFF

LBBHL 1905}, S.265.

12Ebd.

13[Le 1905], S.205.

148ehr eingehend werden die Ansichten der ,franzésischen Halbintuitionisten® Bairg, Bo-
rReL und LEBESGUE bei Moore behandelt ([Mo 1982], S.92 ff.}). MooRE arbeitet auch im
einzelnen heraus, daf sie in ihren eigenen Arbeiten ihre strikte Ablehnung des Auswahl-
axioms nicht durchhalten konnten: eine Reihe von Sitzen in diesen Arbeiten ben&tigen das
Auswahlaxiom, zumindest seine abzihlbare Version.

183, dazu auch Band II dieser Edition, S.774-777.

16Niheres dazu im Band II dieser Edition; S.22-23.

17[Bo 1898], S.20. Nur in erginzenden Noten am Schluf des Buches werden beliebige
Michtigkeiten und die transfiniten Ordinalzahlen erwdhnt.



spéter in den Grundziigen Borelsche Mengen nannte. Ein Intervall I = (a, b)
ist mefbar und soll das Maf p(I) = b — a haben. Sind E, E’ mefbar und ist
E’' C E, so soll auch E \ E’ mefibar sein mit p(E \ E') = p(E) — u(E’). Sind
{E;}ieny meRbar und paarweise disjunkt, so ist auch £ = UE; mefbar und es

gilt
p (U Ez) = ZM(Ez)

Die mefsibaren Mengen sind dann etwas vage so definiert:

Les ensembles dont on peut définir la mesure en vertu des définitions
précédentes seront dits par nous ensembles mesurables, [--- '

Sie entstehen also aus den Intervallen durch die sukzessive angewandten Ope-
rationen der Komplementbildung und der abzihlbaren disjunkten Vereinigung.
Die Schritte in diesem Prozef fiihren, ausgehend von den offenen Intervallen,
zu den Mengenklassen der Borelschen Hierarchie; bei BOREL selbst kann man
von dieser Hierarchie bestenfalls etwas ahnen.

Am Beginn von BAIREs Dissertation [B 1899] stand der Zweifel, ob ein so
allgemeiner Funktionsbegriff wie der von DIRICHLET akzeptiert werden kann;
im Hinblick auf die DIRICHLETsche Definition heifit es bei BAIRE:

On ne s’occupe pas, dans cette définition, de rechercher par quels moyens
la correspondance peut étre effectivement établie; on ne cherche méme
pas 8’1l est possible de Pétablir.'®

Er selbst stellte sich das Ziel, Funktionenklassen abzugrenzen, die durch allge-
mein akzeptierte analytische Methoden erzeugt werden kénnen. Das wichtig-
ste Ergebnis in dieser Hinsicht war die Einfiihrung der nach ihm benannten
Funktionen: Die Baireschen Funktionen f : R™ — R bilden die kleinste Funk-
tionenklasse, die alle stetigen Funktionen enthilt und abgeschlossen unter der
Bildung punktweiser Limites ist. BAIRE definiert sie induktiv: K sei die Klasse
der stetigen Funktionen. Fiir eine Ordinalzahl £ < w, ist f € K¢, falls

flz) = kllm Ju(z) ist mit fr € Ke,, & <&

und f fiir kein p < € bereits in K, liegt. Die Funktionenklassen K bilden die
sogenannte Bairesche Hierarchie. BAIRE untersuchte insbesondere die Klassen
K; und K3; z. B. gab er notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an,
da® f € K, ist.2? Mit der Unterscheidung von Mengen erster und zweiter Kate-
gorie schuf er ein wichtiges Instrument fiir die Untersuchung von Punktmengen.

Eine Synthese und inhaltliche Weiterentwicklung der Ideen von BAIRE und
BOREL erreichte LEBESGUE in seinem umfangreichen Aufsatz Sur les fonctions
représentables analytiquement ([Le 1905]). Verschiedene Autoren haben diese
Arbeit sogar als den Beginn der deskriptiven Mengenlehre betrachtet. So heifst
es in der Topologie von ALEXANDROFF/HOPF:

18[Bo 1898], S. 48.
19]B 1899], S. 1.
208atz VIII, S. 255 in HAusDORFFs Mengeniehre.



Die deskriptive Mengenlehre wurde {anschliefRend an BAIREs Arbeiten
iiber unstetige Funktionen) von LEBESGUE 1905 begriindet.>!

LEBESGUE betrachtete Funktionen f : R™ — R. Die Klasse der fonctions re-
présentables analytiquement ist die kleinste Klasse, die alle Konstanten und
die Projektionen f;(z1,...,z,) = z; enthdlt und die abgeschlossen ist unter
Summen-, Produkt- und punktweiser Limesbildung. Mittels der Lebesgueschen
Mengen {z;a < f(z) < b} bzw. {z;0 < f(z) < b} kann jeder Klasse von
Funktionen eine Mengenklasse zugeordnet werden. Umgekehrt kann man auch
von einer Mengenklasse ausgehen, z. B. von den Borelmengen: Eine Funktion
f(z) heifit Borel-mefbar (fonctions mesurables (B)), wenn ihre Lebesgueschen
Mengen sdmtlich Borelsche Mengen sind. LEBESGUE konnte zeigen, daff die
Klasse der Baireschen Funktionen mit der Klasse der Borel-mefbaren Funk-
tionen zusammenfillt und diese wiederum fallt mit der Klasse der analytisch
reprisentierbaren Funktionen zusammen. Ferner entsprechen sich Schritt fiir
Schritt die Borelsche und die Bairesche Hierarchie.

LEBESGUE bewies die Existenz von Funktionen jeder Baireschen Klasse K¢,
ferner auch die Existenz von Funktionen, die keiner Baireschen Klasse angeho-
ren. Den Beweis fiir letztere Behauptung kénnte man sehr einfach in Analogie
zu CANTORs Beweis der Existenz transzendenter Zahlen fithren: Die Menge
der Baireschen Funktionen hat die Michtigkeit R, die aller reellen Funktionen
die Michtigkeit X > R, also gibt es reelle Funktionen, die keine Baireschen
Funktionen sind. Ein solcher Beweis wére allerdings mit LEBESGUEs philosophi-
schen Amnsichten nicht vereinbar gewesen. Er konstruierte auf [0, 1] x [0, 1] eine
Universalfunktion ¢(x,t) fir die Klasse aller Baireschen Funktionen in einer
Variablen, d. h. zu jeder Baireschen Funktion g(z) auf [0, 1] existiert eine reelle
Zahl t, < [0, 1] mit p(z,ty) = g(x). ¢(z,t) ist keine Bairesche Funktion (zweier
Variablen), denn sie kann offenbar keiner Klasse K¢ mit £ < w; angehdren.
o(z,t) ist aber ,definierbar” im LEBESGUEschen Sinne.

LEBESGUE zeigte auch, daf die nach heutiger Terminologie Lebesgue-mefiba-
ren Funktionen und Mengen umfangreichere Klassen liefern als die Baireschen
Funktionen und die Borelschen Mengen, d. h. 1.) Es existieren L-mefibare Funk-
tionen, die nicht analytisch reprisentierbar sind; 2.) Es existieren L-mefibare
Mengen, die keine Borelmengen sind. Diese Funktionen und Mengen sind aber
,definierbar.

Dies war in etwa der Stand der Theorie, den HAUSDORFF vorfand, als er an
die Erarbeitung der Grundziige der Mengenlehre ging. Von den philosophisch
motivierten Einschrankungen, die sich die franzosischen Forscher auferlegt hat-
ten, grenzte sich HAUSDORFF in den Grundziigen deutlich ab. Nach der Er-
wihnung der Antinomien und der ZERMELOschen Bemiihungen, sich dagegen
durch eine geeignete axiomatische Grundlegung der Mengenlehre abzusichern,
schreibt er, offenbar im Hinblick auf die franzdsische Debatte (insbesondere in
[BBHL 1905]):

2L[AH 1935], S.21. In einer FuRnote wird an dieser Stelle auf [Le 1905] verwiesen. Y. N
MoscHovakis bemerkt zu LEBESGUES Arbeit: ,This beautiful and seminal paper truly started
the subject of descriptive set theory.* ([Mos 1980], S. XIII).




Hierher gehort auch die vielumstrittene Frage, unter welchen Bedingun-
gen ein mathematisches Objekt, etwa eine Zahl, eine Menge, eine Funk-
tion als ,definiert“ anzusehen sei (die Frage nach der Definition einer
yDefinition“ ). Wir folgen der freien Auffassung CANTORs (Punktmen-
gen II1°%) und verlangen nicht, daf die logische Disjunktion, ob ein Ding
einer Menge angeh6rt oder nicht, mit unseren aktuellen Mitteln wirk-
lich entschieden werden konne. Eine reelle Zahl ist entweder algebraisch
oder transzendent, und damit ist die Menge der transzendenten Zahlen
,wohldefiniert“, obgleich man zur Zeit der ebengenannten CANTORschen
Abhandlung noch nicht wulte, daR 7 zu ihr gehort |- --]. Die Funktion
f(z), die fiir rationales z gleich 1 und fiir irrationales gleich 0 ist, ist
wohldefiniert, obgleich wir die Werte f(2°), f(27), f(#x™) usw. nicht ken-
nen. Dieser Mengenbegriff und dieser (DiricHLETsche) Funktionenbegriff
bindet sich weder an ,Kriterien, die nur eine endliche Anzahl von Versu-
chen erfordern, noch an ,analytische Darstellungen® u. dgl. Bekanntlich
ist die gegenteilige, allerengste Einschrinkung der mathematischen De-
finition von L. KRONECKER gefordert, aber von niemandem je ernstlich
durchgefiihrt worden.?®

Fiir HAUSDORFF waren die Ergebnisse der franzosischen Schule der Theorie der
reellen Funktionen wegen ihrer mathematischen Substanz interessant: Funktio-
nen und Mengen, die durch gewisse abzihlbare Prozeduren entstehen, haben
interessante Struktureigenschaften, die es zu ergriinden gilt. Am Anfang mag
auch die Hoffnung eine Rolle gespielt haben, auf CANTORs Weg das Kontinu-
umproblem zu 16sen; HAUSDORFF bemerkte aber bald, daff hier vermutlich kein
Fortschritt zu erzielen war.?*

In ihrem Essay Deskriptive Mengenlehre in Hausdorffs Grundzigen der Men-
genlehre (Band II dieser Edition, S. 773-787) weisen V. KANOVEI und P. KOEP-
KE auf einen methodisch auferordentlich bedeutsamen Wechsel der Perspektive
hin, den HAUSDORFF in den Grundzigen gegeniiber der franzésischen Schule
vorgenommen hat:

In den Grundziigen baut HAUSDORFF die deskriptive Theorie zum er-
sten Mal als eine Theorie von Mengen und nicht als eine Theorie von
Funktionen auf. Diese Sichtweise hat sich historisch durchgesetzt.?

In dem genannten Essay werden HAUSDORFFs eigene Ergebnisse, die er in den
Grundzigen auf dem Gebiet der deskriptiven Mengenlehre erzielt hat, einge-
hend gewiirdigt; es geniigt deshalb, sie hier nur stichpunktartig zu nennen:

— Einfiihrung des Begriffs des vollstandigen metrischen Raumes und Ausar-
beitung der Theorie der separablen vollstindigen metrischen Raume (d. h. der

22H AusDORFF bezieht sich hier auf [Ca 1882].

23[H 1914a], S.450; Bd. II dieser Edition, S.550. LEBESGUE hatte seine Uberlegungen zu
ZERMELOS Beweis des Wohlordnungssatzes folgendermafen resiimiert: ,En résumé, quand
j’examine de prés le raisonnement de M. Zermelo, comme d’ailleurs plusieurs raisonnements
généraux sur les ensembles, je le trouve trop peu kroneckérien pour lui attribuer un sens
[--- ] ([BBHL 1905], S.267).

24Vgl. dazu die kleingedruckte Passage in [H 1914a], S.321; Band II dieser Edition, S.421.

25Band 11 dieser Edition, S.773.



polnischen Riume) als natiirliche Basis der deskriptiven Mengenlehre,

— Einflihrung der Borelschen Hierarchie mittels transfiniter Rekursion und Ein-
fiihrung suggestiver Notationen fiir die Anfangsstufen der Borelschen Hierar-
chie, die sich allgemein durchgesetzt haben (G5, F,, Gs,, F,s, usw.)2°,

— L&sung des Kontinuumproblems fiir Gs,s-Mengen: jede unendliche G-
Menge in einem separablen vollstindigen metrischen Raum ist entweder ab-
zdhlbar oder hat die Méchtigkeit des Kontinuums,

— Einfiihrung der reduziblen Mengen; Beweis, daf dies genau die Mengen sind,
die zugleich G und F), sind,

— Charakterisierung der Mengen, die zugleich Gs und F, sind, durch Differen-
zenketten: Genau die Mengen der Gestalt

A= U (X2a \ X2041), { X5 b<e
2a<€

eine absteigende Folge abgeschlossener Mengen der Linge £ < wy, sind gleich-
zeitig Gs und F,.

An den Beweis des Satzes iiber die Méachtigkeit der unendlichen Gs,5-Mengen
kniipft HAUSDORFF zunichst die Bemerkung, daf damit das Kontinuumpro-
blem fiir die Mengen G, Gs, Gss, Gsos, Gsosos Fy Foy Fos, Foso gelost ist. Dann
heifst es:

Der Versuch scheint nicht aussichtslos, das gleiche fiir alle BorRELschen
Mengen zu beweisen, [- - - |*7

Dies gelang HAUSDORFF 1916, wie eingangs erwihnt wurde.?® Ausfithrungen
zur historischen Entwicklung der deskriptiven Mengenlehre nach 1916, insbe-
sondere in Rufland und Polen, finden sich im Abschnitt 5 dieser Einfiihrung
und in den Anmerkungen der Herausgeber zu HAUSDORFFs Mengenlehre (ins-
besondere in Nr. [84], [87], [92], [94]-[99], [105], [109], [111] und [130]). Ferner
finden sich zahlreiche einschlégige historische Anmerkungen in den Kommen-
taren zu HAUSDORFFs nachgelassenen Studien zur deskriptiven Mengenlehre
in diesem Band, S. 569 ff.

Der Terminus ,deskriptive Mengenlehre kommt bereits in einem Brief von
ALEXANDROFF an HAUSDORFF vom 4. 7. 1926 vor (s. das ausfiihrliche Zitat
aus diesem Brief im Abschnitt 3 dieser Einfiihrung). Im Druck erscheint dieser
Ausdruck im deutschen Sprachraum anscheinend erstmals 1935 bei ALEXAN-
DROFF/HOPF. Im § 3 der Einleitung zu ihrem Buch Topologie geben die beiden
Autoren einen Uberblick {iber diejenigen Themenkreise, die sie zur Topologie
rechnen. Unter Nr. 12 bemerken sie dort:

26 Zur Definition s. Mengenlehre, § 18 und S. 136 (dieser Band, S.126 ff. und S. 180).

27[H 1914a, S. 466.

28Die entsprechende Arbeit [H 1916] ist in diesem Band, S.429-442, abgedruckt. Im zuge-
horigen Kommentar wird auch auf ALExANDROFFs Beweis fir den gleichen Satz eingegangen,
der wiederum fiir SusLins Entdeckung der A-Operation entscheidende Anregungen gegeben
hat (s. [Lo 2001]).



Zur Topologie gehort auch die ,, deskriptive Punktmengenlehre® (Théorie
descriptive des ensembles), d. h. im wesentlichen die Theorie der Borel-
schen Mengen, der A-Mengen und der projektiven Mengen. [- - -]

Eine Einfiihrung in die deskriptive Mengenlehre findet man in Haus-
DORFFs Mengenlehre (8§ 18, 19, 32, 33, 37, 43), eine ausfiihrlichere Dar-
stellung in dem Buch , Topologie I von KURATOWSKI; eine stark philo-
sophisch gefirbte Darstellung dieser Theorie gibt LUSIN in den ,Lecons
sur les ensembles analytiques® (Collection Borel).?®

Der Hinweis auf den franzdsischen Ausdruck ,,Théorie descriptive des ensem-
bles“ kénnte vermuten lassen, dak dieser Terminus in Frankreich vor 1935 ge-
laufig war. Dies ist nicht der Fall; er kommt weder in LUSINs Buch noch in der
franzosisch geschriebenen Topologie von KURATOWSKI ([Ku 1933]) noch in son-
stigen Publikationen vor. Es ist nur von ,,Théorie descriptive des fonctions* die
Rede. Das Wort ,descriptif” in bezug auf mathematische Inhalte erscheint erst-
mals in dem Buch Intégrales de Lebesgue, fonctions d’ensemble, classes de Baire
von C. DE LA VALLEE POUSSIN ([VP 1916]); dort heift es in der Einleitung:

Toutes ces questions [welche in den Teilen 1 und 2 des Buches behandelt
werden — W. P.] sont surtout d’ordre méirigue. Dans la troisiéme Partie,
j’aborde des questions d’ordre plus exclusivement descriptif, étroitement
liées cependant aux précédentes. Il s’agit de la répartition des fonctions
dans les classes successives de Baire, du théoréme de M. Baire sur les
fonctions de classe 1 et des extensions de ce théoréme que Pon doit a M.
Lebesgue.3°

2. Die Entstehung des Buches Mengenlehre

HAUSDORFFs Grundziige der Mengenlehre hatten nach dem ersten Weltkrieg
eine lebhafte Rezeption erfahren.?! Mitte 1923 war das Werk ausverkauft. Der
Verlag Veit & Co. in Leipzig, der es herausgebracht hatte, war bereits 1919
vom Verlag Walter de Gruyter in Berlin iibernommen worden. De Gruyter
hatte 1921 eine Lehrbuchserie ,;GOschens Lehrbiicherei“ aus der Taufe gehoben;
als erster Band in der Gruppe 1 ,,Reine und angewandte Mathematik“ erschien
1921 das Buch Irrationalzahlen von OSKAR PERRON. In der Ankiindigung von
Goschens Lehrbiicherei wurde das Ziel des Unternehmens folgendermaflen um-
rissen:

Mit diesem Unternehmen bezwecken wir eine Sammlung von ausgespro-
chenen Lehrbiichern aus den Gebieten der Mathematik, der exakten No-
turwissenschaften und der Technik, die wissenschaftliche Griindlichkeit,
leichte Verstdndlichkeit und klaren Aufbau in sich vereinen und ganz

29{AH 1935, S.19-20. Die Klasse der projektiven Mengen ist die kleinste Klasse, die al-
le analytischen Mengen enthdlt und die abgeschlossen gegeniiber Komplementbildung und
Bildung stetiger Bilder ist.

30[VP 1916], S.IX. Den Hinweis darauf verdanke ich Herrn Jean-Michel Kantor (Paris).

318, dazu Band II dieser Edition, S. 55 fT.
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besonders fiir Studierende der Universitditen und technischen Hochschu-
len, fiir Lehramiskandidaten und Lehrer mittlerer und héherer Schulen,
zur Benutzung an pidagogischen Akeademien und Lehrerseminaren, so-
wie auch fiir das Selbststudium gleichartig vorgebildeter Leser geeignet
sind. Jeder Band wird einen Umfang von 10 bis 20 Druckbogen haben
(im allgemeinen etwa 15 bis 16 Bogen) und ungefihr den Inhalt einer
einsemestrigen Vorlesung umfassen.

Einem Bogen entsprechen sechzehn Seiten; die ins Auge gefafiten Lehrbiicher
sollten also in der Regel etwa 260 Seiten und maximal 320 Seiten umfassen. Als
Mitte 1923 der Verlag wegen einer Neuauflage der Grundziige der Mengenlehre
fiir ,Goschens Lehrbiicherei“ an HAUSDORFF herantrat, mufiten — wie bereits
erwihnt — erhebliche Kiirzungen stattfinden (die Grundziige hatten 476 Seiten).
Am 17.6.1923 schreibt HAUSDORFF in einem Brief an ERNST ZERMELO:

Es wird Sie vielleicht interessiren, dass mein Buch iiber Mengenlehre aus-
verkauft ist und der Verleger eine zweite, allerdings verkiirzte Auflage (in
Goschens Lehrbiicherei) vorschligt. Das stimmt auch mit meinen eigenen
Wiinschen iiberein; ich hoffe die Sache beim zweiten Mal erheblich einfa-
cher und eleganter zu machen (auch in den Bezeichnungen). Das Meiste
iiber geordnete Mengen werde ich ’rausschmeissen und dafiir mehr iiber
Punktmengen bringen. Etwaige Rathschlige, die Sie mir ertheilen kon-
nen oder wollen, werden mit gréftem Dank entgegengenommen (welches
eigentlich der Zweck dieser Mittheilung ist)!*?

Die in diesem Brief angedeutete stirkere Beriicksichtigung der Theorie der
Punktmengen korrespondierte mit einer Verschiebung in HAUSDORFFs For-
schungsinteressen: Seit Erscheinen der Grundziige der Mengenlehre hatte er
sich zunehmend von der allgemeinen Mengenlehre abgewandt und mehr der
Analysis, insbesondere der Maftheorie, der Theorie der reellen Funktionen und
der Funktionalanalysis zugewandt. Die damit verbundene stirkere Orientierung
auf die Erforschung spezieller Klassen von Punktmengen deutete sich bereits
in HAUSDORFFs Lehrtétigkeit zu Beginn seiner zweiten Bonner Zeit an. Er
begann sein Bonner Ordinariat im Wintersemester 1921/22 mit einer vierstiin-
digen Vorlesung Mengenlehre und Theorie der reellen Funktionen.?® Eine ein-
semestrige Vorlesung hatte dem Verleger als Inhalt eines Bandes von Goschens
Lehrbiicherei in etwa vorgeschwebt, und in der Tat diente die genannte Vorle-
sung HAUSDORFF als Grundlage fiir seine ,v6llige Neubearbeitung”.®* Man kann
sagen, daf die Vorlesung inhaltlich so gut wie vollstindig in die Mengenlehre
eingegangen ist. Eine Reihe von Paragraphen des Buches (z. B. 4-11, 13, 15, 20,
22, 23) wurde weitgehend, z. T. wortlich, aus der Vorlesung iibernommen, wo-
bei im Buch natiirlich ausfiihrlichere Erlauterungen und mehr Beispiele zu fin-
den sind. Auch zwei einschneidende Verdnderungen der Mengenlehre gegeniiber

32Nachlaf ErnsT ZerMELO, Universitit Freiburg.

33NL HauspoRFF : Kapsel 13 : Fasz. 42. HAUSDORFF war zum 1. 4. 1921 nach Bonn berufen
worden, hatte aber im Sommersemester 1921 mit Zustimmung des Kultusministeriums noch
in Greifswald gelesen und seine Stelle in Bonn erst am 1.10. 1921 angetreten.

34[H 1927a), S. 5.

11



den Grundziigen finden sich schon in der Vorlesung, nadmlich der Wegfall der
von HAUSDORFF in den Jahren 1904-1909 selbst geschaffenen hoheren Theorie
der geordneten Mengen und der Ubergang von der Theorie der topologischen
Réume mit zweitem Trennungsaxiom zur spezielleren Theorie der metrischen
Raume.

Die meisten Abschnitte, die HAUSDORFF in seinem Buch gegeniiber der Vor-
lesung wesentlich erweiterte bzw. die er ganz neu aufnahm, behandeln Themen
der deskriptiven Mengenlehre. So sind in der Vorlesung die Ausfiihrungen iiber
Ringe, Korper, o- und §-Systeme sowie den Suslinschen Prozef im Kapitel 1
»Mengen und ihre Verkniipfungen“ mit enthalten; sie nehmen dort nur 9—;— hand-
schriftliche Seiten ein. Im Buch widmet er diesen Themen ein eigenes Kapitel
,2Mengensysteme®, in dem u. a. die BORELsche Hierarchie besonders eingehend
behandelt wird unter ausgiebiger Benutzung der §s-Operation.3® In diesem Ka-
pitel tritt auch erstmals die Bezeichnung “Suslinsche Menge* auf.36

Wesentlich erweitert gegeniiber der Vorlesung sind die Abschnitte, welche die
Borel- und Suslinmengen metrischer Réume behandeln. In der Vorlesung ist ei-
niges davon in die Paragraphen iiber separable und iiber vollstindige Rdume
mit eingebaut, im Buch gibt es ein eigenes Kapitel ,,Punktmengen und Ord-
nungszahlen. Ganz neu gegeniiber der Vorlesung sind hier z. B. die Existenz-
sitze, d.h.der Nachweis, daff in einem vollstindigen Raum mit nichtleerem
perfekten Kern zu jeder Ordnungszahl £ < w; Borelmengen existieren, die ge-
nau von &-ter Klasse sind, sowie Suslinmengen, die keine Borelmengen sind.
Neu sind auch die von SUSLIN und LUSIN stammenden tiefliegenden Resultate
in Form zweier Bedingungen, deren jede notwendig und hinreichend dafiir ist,
dafs eine Suslinmenge in einem polnischen Raum eine Borelmenge ist.

HAUSDORFF hebt im Vorwort zur Mengenlehre auch hervor, daf er gegen-
iiber den Grundziigen die Baireschen Funktionen stérker beriicksichtigt habe.
Bereits in der genannten Vorlesung sind die Baireschen Funktionen eingehender
behandelt als in den Grundziigen; im Buch wird das noch weiter ausgebaut und
systematischer dargestellt, insbesondere die BAIREsche Klassifikation, ihr Zu-
sammenhang mit der BORELschen Hierarchie und S&tze iiber Bairesche Bilder
von separablen Suslin- bzw. Borelmengen.

Eine Anderung gegeniiber den Grundziigen, die HAUSDORFF im Vorwort ex-
plizit nennt, ist der Wegfall der Maf- und Integrationstheorie. Vermutlich hatte
er dies jedoch zunéchst nicht so vorgesehen. Im Nachlaf findet sich ein druckreif
ausgearbeitetes Manuskript zur Mafk- und Integrationstheorie, welches in der
Kapitel- und Paragraphenzdhlung unmittelbar an das Buch Mengenlehre an-
schliefit: ,,Zehntes Kapitel: Mengenfunktionen und Funktionale. § 45. Additive
Mengenfunktionen.“ 37 Das Manuskript ist nicht datiert; wir wissen jedoch aus

35Die §s-Operation haben HAusDORFF, SiErPINsKI und KoLMOGOROFF entdeckt; vgl. dazu
die Fufinote 1 in [H 1933al, dieser Band, S.473, ferner Abschnitt 5 dieser Einfiihrung.

36SysLin und Lusin hatten diese Mengen in Anlehnung an LEBESGUE [Le 1905] analytische
Mengen bzw. A-Mengen genannt. Zur Entdeckungsgeschichte der Suslinmengen und zu ihrer
verschiedenen Benennung s. [Lo 2001].

37NL Hausporrr: Kapsel 51 : Fasz. 1129, BIl. 1-73. Der Faszikel enthilt Bl. 74 ff. eine vor-
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NL HAUSDORFF : Kapsel 33: Fasz. 244 vom 13.11.1925, dak die Paragraphen-
einteilung und -numerierung der Mengenlehre im Herbst 1925 bereits feststand,
denn dieser Faszikel ist iiberschrieben ,,Zu §41“ und behandelt Einschiebungs-
sétze fiir reelle Funktionen. Im Januar 1925 stand die Paragraphennumerierung
offenbar noch nicht fest, denn Faszikel 232 vom 2. 1. 1925 trigt die Uberschrift
»Erginzung zu Kapitel IX, § : Funktionen und Urbildmengen.“ Faszikel 1129
diirfte also im Verlaufe des Jahres 1925 entstanden sein. Dafl dies Manuskript
als letztes Kapitel des Buches geplant war, zeigen auch Verweise im Text. So
wird auf Bl.31 der Borelsche Uberdeckungssatz benutzt; es heift dort ,nach
dem Borelschen Satz §26, II“. Der Satz II in §26 der Mengenlehre ist in der
Tat der Borelsche Uberdeckungssatz.

Im ersten Paragraphen , Additive Mengenfunktionen“ 38 betont HAUSDORFF,
dafl Begriffe wie Linge, Fliache, Volumen, Gewicht, Ladung u.dgl. auf solche
Funktionen fithren. Dann heifit es:

Es sei noch auf das Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung hingewiesen,
das vollig von der Idee der additiven Mengenfunktion beherrscht wird.>®

In seiner Vorlesung iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung vom Sommersemester
1923%° hatte HAUSDORFF in den Paragraphen 4-6! einen Abrif der Maf- und
Integrationstheorie gegeben, freilich auf die Bediirfnisse der Wahrscheinlich-
keitsrechnung zugeschnitten. Das hier in Rede stehende Manuskript ist allge-
meiner gehalten und gibt einen knappen Uberblick iiber die Maf- und Inte-
grationstheorie auf dem damals aktuellsten Stand.*? Allerdings gab es Mitte
der 20-er Jahre bereits mehrere gute Darstellungen dieses Gebietes*?; dies hat
HAUSDORFF im Vorwort dann auch als Grund dafiir genannt, warum die Maf-
und Integrationstheorie schlieflich weggefallen ist. Verwendet hat HAUSDORFF
den Abrift der Maf- und Integrationstheorie aus Fasz. 1129 als Grundlage fiir
die Paragraphen 2 ,Additive Mengenfunktionen (Masse)* und 3 ,Lineare Funk-
tionale (Integrale)“ seiner Vorlesung Reelle Funktionen und Maftheorie vom
Wintersemester 1932/33.44 Dort wird dariiber hinaus der Zusammenhang von
Integration und Differentiation ausfiihrlich behandelt, insbesondere die DEN-
Joyschen Derivierten einschlielich des DENJOYschen Verteilungssatzes, ferner
weitere Integralbegriffe wie z. B. das Perron-Integral.

l3ufige Version, in der schon eine Einteilung in Paragraphen gegeben ist, die Numerierung
der Paragraphen aber noch offen gelassen wurde.

38Unter ,additiv* versteht HAUSDORFF ,,o-additiv¥, additive Mengenfunktionen im heuti-
gen Sinne heifien bei ihm ,beschréankt additiv¥.

39Fasz. 1129, BL 3.

4ONL Hausporrr: Kapsel 21 : Fasz. 64, vollstindig abgedruckt im Band V dieser Edition,
S. 595-722.

41Bd.V, S. 626-666.

42Die Uberschriften der auf den einleitenden § 45 folgenden Paragraphen lauten: § 46. Kon-
struktion additiver Mengenfunktionen, § 47. Lineare Funktionale, § 48. Konstruktion linearer
Funktionale.

435, dazu auch den Kommentar von S. D. CHATTERJI zu Fasz. 64 in Band V dieser Edition,
S.723 f., insbesondere S. 727-728; ferner [Ch 2002].

44N1, Hausporrr : Kapsel 17 : Fasz. 53.
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Der Verlagsvertrag filir die Mengenlehre war bereits am 12. Mai 1924 unter-
schrieben worden. Darin wurde folgendes vereinbart:

Die Zusendung des vollkommen druckfertigen Manuskriptes sowie der
reproduktionsfdhigen Vorlagen zu den Figuren soll bis Ende 1924 an die
Verlagshandlung erfolgen. |- -}

Die erste Auflage wird in 1500 (Fiinfzehnhundert) bis 2000 (Zweitausend)
Exemplaren abgezogen.*®

Der Abgabetermin wurde im Dezember 1924 auf den 15. April 1925 verlan-
gert.*6 Aber auch diesen Termin hat HAUSDORFF offenbar nicht halten kénnen.
Uber die weitere Vorbereitung der Drucklegung der Mengenlehre erfshrt man
einiges aus den Briefen ALEXANDROFFs an HAUSDORFF.*” Erstmalig erwihnt
wird das Buch in einem Brief vom 27.10.1925:

Hoffentlich hatten Sie schone Tage in der Schweiz, die Threr Gesundheit
wohl getan haben. Dadurch wird auch sicher Ihre Arbeit an Ihrem Buche,
auf das wir, russische Mengentheoretiker, mit einer so grofen Ungeduld
warten, wesentlich geférdert.

Im November 1925 hatte ALEXANDROFF HAUSDORFF in Bonn besucht. Spé-
testens zu diesem Zeitpunkt wufite ALEXANDROFF, daf es sich nicht um eine
Neuauflage im iiblichen Sinne, sondern um ein vollkommen neues Buch handeln
wiirde. Am 4. 4.1926 schreibt er an HAUSDORFF:

Es freut mich sehr zu vernehmen, daff die zweite Auflage Thres Buches
endlich dem Drucke iibergeben ist* es warten ja so sehr viele Menschen
auf dieses Buch, insbesondere auch in meiner Heimat; der Verleger soll
also nicht allzuviel Zeit weiter verlieren, er diirfte ja auch auf einen guten
geschiftlichen Erfolg rechnen (auch in Amerika und in Polen, hoffentlich
endlich auch in Deutschland werden ja rasch viele Exemplare verkauft).

45gtaatsbibliothek zu Berlin, Dep. 42 (Archiv de Gruyter), 227. Es muf im Archiv des
Verlages de Gruyter umfangreiches Material, die Mengenlehre betreffend, gegeben haben. In
dem Katalog Repertorium der Briefe aus dem Archiv Walter de Gruyter ([Ne 1999]), der
anliRlich der Ubergabe des Archivs an die Staatsbibliothek zu Berlin herausgegeben wurde,
heift es:

HausporrrF, Felix, Professor fiir Mathematik an der Universitit Bonn (1868—
1942). 34 Briefe, 3 Briefkarten, 6 Postkarten, 1 Aktennotiz {iber eine Bespre-
chung 23.6.1923-21.8.1935. 34 Schreiben an H. 1 Vertragsentwurf. Beilagen:
Auszug aus einem Brief von Prof.R. Haussner 26.5.1922. Brief des Verlags
B. Westermann & Co., New York 16.6.1927. Schriftwechsel mit der Zweigstel-
le Leipzig (Herr Eydt) wegen der Vorrite der ,Mengenlehre* 20.9.-1.10.1934.
Brief der Druckerei F.Ullmann in Zwickau 22.11.1934. Auszug aus einem
Brief von Professor W.Siif, Freiburg i.Br., dem Vorsitzenden der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 11.4.1939. Brief an Professor L.Bieberbach 7. 8.
1939. Inhalt: Ausarbeitung und Verdffentlichung der ,Mengenlehre® in ,Goschens
Lehrbiicherei“ nebst 2 Neudrucken.

Dieses Material konnte leider trotz intensiver mehrwochiger Nachforschungen in der Staats-
bibliothek und im Verlag de Gruyter nicht mehr aufgefunden werden.

“6Handschriftliche Notiz auf dem Rand des Verlagsvertrages.

4TNL HausporrF: Kapsel 61.

14



Ich werde mich besonders interessieren um (unseren Novembergespréchen
entsprechend) eine Korrektur Thres Buches mitlesen zu diirfen.

Aus weiteren Briefen geht hervor, dal ALEXANDROFF die Korrekturen bis etwa
Kapitel VII gelesen hat. Die restlichen Bégen haben ihn wegen intensiver Rei-
setatigkeit im Herbst 1926 zu spét erreicht. Im NachlaR HAUSDORFFs befindet
sich ein Exemplar der Bogenkorrekturen®, aus dem ersichtlich ist, daR diese im
Dezember 1926 abgeschlossen waren. Die Mengenlehre mufs im Januar oder Fe-
bruar 1927 erschienen sein, denn ALEXANDROFF bedankte sich in einem Brief
vom 6. 3. 1927 fiir die Zusendung des Buches. Aus diesem Brief geht hervor, daf
auch LUSIN ein Exemplar erhielt. Interessant ist in diesem Zusammenhang eine
Bemerkung HAUSDORFFs in seinem Brief an ALEXANDROFF vom 31.5.1927.
Dort heifit es:

Herr Lusin hat mir fiir das Buch bisher nicht gedankt. Ob es ihn wohl
drgert, dass ich die (A)-Mengen Suslinsche Mengen genannt habe? In der
Arbeit Ens[embles] analytiques (Fund. Math.), die ich grosstenteils sehr
schwach finde, hat er ja die Vaterschaft auf Lebesgue iibertragen. Wirk-
lich schon sind aber seine neuen Beweise fiir die beiden Hauptsatze, die
ich — nach Mitteilung von Sierpiriski — noch in mein Buch aufgenommen
habe.

Hoffentlich verschluckt Russland und Polen ungeheure Mengen meines
Buches, damit ich meinem Verleger imponiere!*®

3.Der Ubergang von den topologischen Raumen zur spezielleren
Theorie der metrischen Raume

HAUsDORFFs Entscheidung, in der Mengenlehre nicht die von ihm selbst in den
Grundziigen begriindete Theorie der topologischen Raume darzustellen und sich
im wesentlichen auf die Theorie der metrischen Rdume zu beschranken, fithrte
schon vor dem Erscheinen der Mengenlehre zu einer Reaktion ALEXANDROFFs.
Unter Bezug auf seine Mitarbeit an den Korrekturen der Mengenlehre schrieb
ALEXANDROFF am 4.7.1926 an HAUSDORFF:

DagR Sie nur sehr wenige meiner Bemerkungen beriicksichtigen werden ist
mir weder unangenehm, noch unerwartet: ich habe mir erlaubt, alles, was
mir beim Lesen Ihres Buches einfiel auch aufzuschreiben |- - -]

Was nun speziell meine Bemerkungen iiber den metrischen bzw topologi-
schen Standpunkt betrifft, so vergessen Sie ja nicht, lieber Herr Hausdorff,
daf ich in dieser Frage durchaus nicht objektiv sein kann, vor allem des-
halb nicht, daf ich mit der ersten Auflage IThres Buches mit tausenden
innigsten Féden verbunden bin, ja sogar, daf mir dieses Buch vielleicht
das liebste in der ganzen Literatur ist, daf ich, infolgedessen oft eine,
sogar gut motivierte, aber nicht unentbehrliche Abdnderung, im buch-
stablichen Sinne schmerzhaft empfinde. Durch diesen subjektiven Grund

48NL Hausporrr : Kapsel 28 : Fasz. 100.
49NL Hausporrr: Kapsel 62. S. dazu auch [Lo 2001].

15



wiirde ich mich, natiirlich, nicht leiten lassen, wenn ich nicht iiberhaupt
der Meinung wire (fiir deren Entstehen Sie allerdings eine gewiffe Verant-
wortung tragen!), daf unter den, bis jetzt bekannten, Eigenschaften der
Punktmengen die topologischen doch die interessantesten sind: aufier der
Topologie im engeren Sinne des Wortes, deren Gebiet allein jetzt iiber
alle Grenzen wichst (ohne leider dabei zusammenhingend zu sein!) fillt
ja auch die ganze sogenannte deskriptive Mengenlehre (Baire. Lebesgue
usw) unter den Begriff der topologischen Eigenschaften, und wenn man
alles das ausschlieRt, bleibt ja tatsichlich weniger als 50 % der Punkt-
mengenlehre {ibrig [- - -]

Moéglicherweise war die Formulierung, mit der HAUSDORFF die hier in Rede
stehende Abinderung im Vorwort der Mengenlehre ankiindigt, durch ALEX-
ANDROFTs Bemerkungen beeinflufit. Er schreibt dort, nachdem er den Wegfall
der Theorie der geordneten Mengen und der Mafi- und Integrationstheorie an-
gekiindigt hat:

Mehr als diese Streichungen wird vielleicht bedauert werden, daf ich
zu weiterer Raumersparnis in der Punktmengenlehre den topologischen
Standpunks, durch den sich die erste Auflage anscheinend viele Freunde
erworben hat, aufgegeben und mich auf die einfachere Theorie der metr:-
schen Raume beschrankt habe, wofiir ein fliichtiger Uberblick (§ 40) iiber
die topologischen Riume kein geniigender Ersatz ist.*°

In dem erwidhnten §40 bespricht HAUSDORFF zun#chst verschiedene Moglich-
keiten, in einer Menge axiomatisch eine Topologie einzufithren. Als undefinier-
ter Grundbegriff wird jeweils einer der folgenden Begriffe gewahlt: offene Men-
ge, abgeschlossene Menge, abgeschlossene Hiille, offener Kern, Umgebung.5!
HAUSDORFF skizziert dann Méglichkeiten, die Rdume durch Trennungseigen-
schaften verschiedener Stirke sowie durch Separabilitdtseigenschaften weiter zu
spezialisieren. Dieser kurze Paragraph war insofern von historischer Bedeutung,
als hier erstmalig eine systematische Zusammenstellung der in verschiedenen
Originalarbeiten verstreuten Vorschlige zur Einfiihrung von Topologien und
zur Formulierung von Trennungs- und Separabilitiitseigenschaften im Rahmen
eines Lehrbuchs erfolgte.5? Fiir Lehrbiicher der allgemeinen Topologie wurde
es spiter kanonisch, mit einer Ubersicht {iber die verschiedenen Méglichkeiten
der Einfiihrung von Topologien zu beginnen.

Es wird vielleicht nicht nur die ,Raumersparnis“ gewesen sein, die Haus-
DORFF bewogen hat, sich auf die metrischen Rdume zu konzentrieren. Er wird
in einem Lehrbuch in G&schens Lehrbiicherei das Ziel gehabt haben, seinen
Lesern besonders den Teil der allgemeinen Topologie nahezubringen, der in
den zwanziger Jahren am intensivsten erforscht war und der in verschiedenen
Zweigen der Mathematik schon die meisten Anwendungen gefunden hatte, und

50{H 1927a), S.5-6. Der Ausdruck ,,Raumersparnis“ verriit auch hier HAUsDORFFs Sinn fiir
Ironie, der sein literarisches Werk durchweg ausgezeichnet hatte.

515. dazu den Artikel Zum Begriff des topologischen Raumes, Bd.1I dieser Edition, S. 718
732.

52vgl. [En 1977], S. 41.
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das war ohne Zweifel die Theorie der metrischen Ridume. Deren Bedeutung be-
tont z. B. R. ENGELKING in seinem Buch General Topology (in den historischen
Anmerkungen zum Kapitel ,Metric and Metrizable Spaces®); es heifft dort:

The class of metric spaces is sufficiently large to include many objects
studied in various branches of mathematics and thus describe them in
geometric language, and, at the same time, the spaces in this class seem
to be sufficiently simple to permit the use of geometric intuition.>?

So arbeitete die Funktionalanalysis, die sich besonders nach 1920 stiirmisch
entwickelte, mit normierten, d. h. mit speziellen metrischen Raumen. Die eben-
falls aufbliihende deskriptive Mengenlehre studierte Punktmengen vor allem
in separablen vollstindigen metrischen Rdumen. Was die allgemeine Topologie
betrifft, so konstatiert ENGELKING:

For many years topologists’ attention was focused on metric spaces and,
in particular, on separable metric spaces. No doubt, the latter class is the
best explored class of topological spaces; Kuratowski’s two-volume mo-
nograph [1966] and [1968] is a veritable encyclopaedia on this subject.**

Auch HAUSDORFFs eigene Arbeiten aus dem Zeitraum zwischen den Grund-
ziigen und der Mengenlehre untersuchen - soweit sie nicht rein analytischen
Charakters sind— Objekte in metrischen Ridumen.?® So wird in der bereits
erwihnten Arbeit Die Mdchtigkeit der Borelschen Mengen ([H 1916]) das Kon-
tinuumproblem fiir Borelmengen in einem separablen vollstdndigen metrischen
Raum geldst. In HAUSDORFFs wohl einflufireichstem Zeitschriftenaufsatz Di-
mension und dufleres Maf (|H 1919a]) beschrankt er sich zwar auf Euklidische
Riume, die Ubertragung auf metrische Riume liegt aber auf der Hand.?® Die
Arbeit Uber halbstetige Funktionen und deren Verallgemeinerungen ([H 1919d])
behandelt von vornherein reelle Funktionen, die auf einem metrischen Raum
definiert sind; die Ergebnisse sind weitgehend in die Paragraphen 41 und 42 der
Mengenlehre eingeflossen.5” Schlielich enthilt [H 1924] HAUSDORFFs beriihm-
ten Gs-Satz: Jedes Gs in einem vollstindigen metrischen Raum ist mit einem
vollstéindigen metrischen Raum hom&omorph.>®

Eine dhnliche Gewichtung bei der Wahl der studierten Raumklassen hatte
auch P. URYSOHN vorgenommen. Obwohl er stets ein lebhaftes Interesse an
allgemeinen topologischen Riumen hatte, betreffen viele seiner herausragen-
den Leistungen metrische Raume. Als ALEXANDROFF nach URYSOHNSs frithem
Tod dessen Arbeit Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes ([Ur 1925/1926])

53{En 1977), S. 320.

54Ebenda, S.320. [1966] und [1968] bedeuten [Ku 1966] und [Ku 1968] in unserem Litera-
turverzeichnis.

55Die bedeutenden Beitrige, die HAUSDORFF bereits in den Grundziigen der Mengenleh-
re zur Theorie der metrischen Riume leistete, sind im Band II dieser Edition, S.762-787
besprochen worden.

563 Band IV dieser Edition, S.21-54.

578, Band IV dieser Edition, S.79-103.

585, dazu diesen Band, S.443-453.
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aus dem Nachlall zur Publikation vorbereitete, schrieb er an HAUSDORFF im
Hinblick auf diese ,,Hauptarbeit“ URYSOHNs:

In der Topologie der allgemeinen (in metrischen kompacten R&umen)
gelegenen Continua wird das eine der groften und bahnbrechenden Lei-
stungen sein; in dieser Topologie der Continua lag immer der Schwerpunct
seiner Interessen, die abstracte Topologie war fiir ihn gewiflermafien ein
Nebenfach, obwohl er die letzte Zeit sich hauptsichlich mit den abstrac-
ten Riumen beschiftigte.®®

Diese Gewichtung erklirt vielleicht auch URYSOHNs lebhaftes Interesse an Me-
trisationssitzen, d. h. am Auffinden moglichst allgemeiner hinreichender Bedin-
gungen dafiir, daf ein topologischer Raum mit einem geeignet gewéhlten me-
trischen Raum homéomorph ist. Auch HAUSDORFF hatte Metrisationssiitze
bewiesen. Seine Ergebnisse®® wurden aber durch die URYSOHNSs iibertroffen.
Am 23.8.1924, unter dem unmittelbaren Eindruck von URYSOHNS tragischem
Tod, schrieb HAUSDORFF an ALEXANDROFF:

Mit Schauder vor der Sinnlosigkeit des Schicksals halte ich den Brief in
Hinden, den mir Urysohn am 16. August geschrieben hat — wahrschein-
lich den letzten Brief seines Daseins, einen Tag vor dem Tode. Ich wollte
ihm darauf antworten, dass sein Beweis des Satzes von der Metrisirbarkeit
normaler R3ume mit zweitem Abzéhlbarkeitsaxiom so schon und einfach
sei und dass er damit die lange und complicirte Arbeit {iber die Metri-
sation kompakter Rdume so weit iiberholt habe, dass ich meine Beweise
nun nicht mehr der Verdffentlichung fiir werth halte.®"

Die fundamentale Rolle, welche der Begriff des topologischen Raumes in der
modernen Mathematik spielen sollte, war Mitte der zwanziger Jahre noch nicht
abzusehen. Das betraf insbesondere auch die geometrische Topologie, jene auf
GAuss, LisTING, RIEMANN, MOBIUS, BETTI, POINCARE und BROUWER zu-
riickgehende Forschungsrichtung von grofer Tiefe und Schonheit, welche die
allgemeine Theorie der topologischen Réume erst relativ spit als ihre unver-
zichtbare Grundlage betrachtete.5?

Andererseits war, durch HAUSDORFFs Grundziige initiiert, die aligemeine To-
pologie in den zwanziger Jahren als eine eigenstindige mathematische Disziplin
betréchtlich weiterentwickelt worden, vor allem durch die russische Schule, die
polnische Schule und durch Forscher wie FRECHET, TIETZE und VIETORIS.
Es gab deshalb auch manche Stimmen des Bedauerns iiber HAUSDORFFs Ein-
schrankung der Raumtheorie auf die metrischen Rdume. ALEXANDROFF wurde
schon genannt; seine gemeinsam mit H. HOPF verfalite Topologie ([AH 1935])

59NL Hausporrr: Kapsel 61, Brief vom 2.9.1924.

60 Aus dem Nachla® publiziert in diesem Band, S.755-758.

S1NL Hausporrr: Kapsel 62.

623.dazu von E.BrieskorN und E.ScuorLz den Abschnitt ,Zur Aufnahme mengen-
theoretisch-topologischer Methoden in die Analysis Situs und geometrische Topologie“ in der
historischen Einfiihrung zu HAusDoRFFs Grundziige der Mengenlehre, Band 11 dieser Edition,
S.70-75.
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war die erste Monographie, die eine Synthese der allgemeinen Topologie mit
anderen Zweigen der Topologie anstrebte.®® Weitere Stimmen des Bedauerns
finden sich in Rezensionen der Mengenlehre. So heifit es bei G.FEIGL im Jah-
resbericht der DMV:

‘Weniger leichten Herzens wird man sich damit abfinden, daf der Theorie
der Punktmengen von vornherein metrische Rdume zugrunde gelegt und
daf$ die fiir die Topologie so auRerordentlich wichtige Theorie allgemei-
nerer Raume, deren systematische Darstellung in den ,Grundziigen“ eine
beherrschende Stellung eingenommen hatte, ebenfalls (bis auf einen kur-
zen referierenden Paragraphen) beiseite gelassen worden ist. Aber auch
diese Streichung wird man billigen miissen: Die abstrakte Topologie hat
im letzten Jahrzehnt, namentlich durch die Arbeiten von ALEXANDROFF
und URYSOHN, so gewaltige Fortschritte gemacht, dafl eine einigermafien
erschépfende Darstellung nur noch in einem besonderen Werk gegeben
werden kann.%*

Ein mit ,,D.“ signierender Referent im Nieuw Archief voor Wiskunde bemerkt:

Jammer is het vooral, dat de schrijver in de leer der puntverzamelin-
gen het topologische standpunt heeft verlaten en zich, behoudens een
vluchtig overzicht, beperkt heeft tot de eenvoudige theorie der metrische
ruimten.®®

Ahnlich #ufert sich H. M. GEHMAN im Bulletin of the AMS.%6 HaNs HAHN
spricht in den Monatsheften fiir Mathematik und Physik von einem ,Opfer, das
aus raumdkonomischen Griinden gebracht werden mufite und das dem Verfas-
ser wohl gleich schmerzlich war, wie dem sachkundigen Leser.“ %7 Schlieklich
schreibt A. ROSENTHAL in der Deutschen Literaturzeitschrift:

Unter dem jetzt Weggelassenen befindet sich manches, was man nur un-
gern vermissen wird. Gerade einige solche Theorien, die man H. selbst
zu verdanken hat, sind in der 2. Aufl. ausgeschieden worden; ndmlich die
hoheren Teile der Theorie der geordneten Mengen und — was ganz beson-
ders bedauerlich ist — die von H.in der 1. Aufl. geschaffene Theorie der
topologischen Riume, an die inzwischen so viele andere Mathematiker
angekniipft haben.%®

4. Zur Rezeption der Mengenlehre

In der eben herangezogenen Rezension von ROSENTHAL wird die trotz Raum-
knappheit ausfiihrliche Darstellung der deskriptiven Mengenlehre besonders
hervorgehoben:

63Leider blieb das Werk — durch die Zeitumstéinde bedingt — unvollendet. Von den geplanten
drei Banden erschien nur der erste.

64[Fei 1928], S. 56.

65[D. 1928], S. 411.

66[Geh 1927], S.779.

67[Hahn 1928], S.57.

88[Ro 1928], S.294.
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Dariiber hinaus ist als besonders wertvoller Zuwachs eine allgemeine und
umfassende Theorie der Borelschen Mengen (die in der 1. Aufl. nur kurz
gestreift wurde) und der noch allgemeineren (1917 von Suslin entdeckten
und hier von H. nach ihm benannten) Suslinschen Mengen zu betrachten.
Diese Theorie ist nunmehr im Buch sehr stark betont und zieht sich durch
alle Teile des Buches hindurch, was naturgemif bei den Anwendungen
auf Funktionen in einer eingehenden Theorie der Baireschen Funktionen
seinen Ausdruck findet.®®

ROSENTHAL schliet, sicherlich nicht zuletzt wegen dieses ,wertvollen Zuwach-
ses, mit einer Prognose:

Die 2. Aufl. wird sicherlich ebenso viel und eifrig studiert werden wie die
1. Aufl,; und es ist zu erwarten, daf sie in eben so hohem Mafe wie die
erste anregend wirken wird.™

Es ist ganz ausgeschlossen, in diesem Rahmen eine Rezeptionsgeschichte der
Mengenlehre zu schreiben. Im folgenden soll nur anhand einiger statistischer
Angaben und einiger ausgewiahlter Beispiele verdeutlicht werden, daff sich diese
Voraussage ROSENTHALS voll und ganz bestéitigt hat.

Die lebhafte Rezeption der Grundziige der Mengenlehre hatte erst Jahre nach
Erscheinen des Buches eingesetzt, was hauptsichlich auf den ersten Weltkrieg
zuriickzufithren war. Ganz im Gegensatz dazu wurde die Mengenlehre sofort mit
grofer Aufmerksamkeit aufgenommen. Zum einen waren die dufleren Bedingun-
gen fiir wissenschaftliche Arbeit 1927 viel besser als in den Kriegs- und ersten
Nachkriegsjahren, zum anderen war HAUSDORFF mittlerweile ein weltweit be-
kannter und anerkannter Mathematiker, nicht zuletzt durch seine Grundzige.
Einige Rezensionen der Mengenlehre wurden schon erwahnt; insgesamt erschie-
nen in den Jahren 1927 und 1928 mindestens elf, davon fiinf in Deutschland,
zwel in den USA, je eine in Holland, Norwegen, Spanien und der Tschecho-
slowakei.”* Besonders bemerkenswert ist die schon genannte Besprechung von
HANS HAHN, des Vorgiingers von HAUSDORFF im Bonner Ordinariat und be-
deutenden Forschers auf den Gebieten Funktionalanalysis und Topologie; sie
schlieft mit den Worten:

Soll ein zusammenfassendes Urteil iiber dieses Buch abgegeben werden,
so kann es nur lauten: Eine in jeder Hinsicht mustergiiltige Darstellung
eines schwierigen und dornigen Gebietes; ein Werk von der Art derer,
die den Ruhm der deutschen Wissenschaft {iber die Welt getragen haben
und auf das mit dem Verfasser alle deutschen Mathematiker stolz sein
diirfen.”

89Ebd., S.195.

"Ebd., S.295.

71 {bersichten iiber alle uns nach Auswertung von 121 verschiedenen Periodika bekannt
gewordenen Rezensionen der Mengenlehre bzw. deren Nachauflage ([H 1935a]) finden sich in
diesem Band, S.409 bzw. S.424. Im Anschluff an die jeweilige Liste sind einige ausgewahlte
Rezensionen abgedruckt, ferner Hausporrrs kurze Selbstanzeige von [H 1935a}.

"2[Hahn 1928], S. 58.
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Moglicherweise hatte HAHN schon die besondere Gefahr des deutschen Antise-
mitismus im Auge, als er diese Zeilen schrieb.

HAUSDORFF hatte, wie bereits oben erwdhnt, mit [H 1916] einen grundlegen-
den Beitrag zur Theorie der Borelschen Mengen geleistet. Die weitergehende
Theorie der analytischen Mengen geht vor allem auf SusLIN, LUSIN und SIER-
PINSKI zuriick. Wie wichtig aber die erste zusammenfassende und besonders
elegante und durchdachte Darstellung dieses neuen Stoffes in HAUSDORFFs
Mengenlehre war, wird sehr schén aus HUREWICZ’ Arbeit Zur Theorie der
analytischen Mengen ([Hu 1930]) deutlich. HUREWICZ metrisiert zunéchst die
Menge der abgeschlossenen Teilmengen eines iiberabzidhlbaren kompakten me-
trischen Raumes R mittels der Hausdorfimetrik gemaf Mengenlehre, S. 145 ff.
und konstruiert so einen neuen kompakten metrischen Raum R, den ,,Potenz-
raum“.”® Sein Hauptergebnis besagt, daf die Teilmenge M des Potenzraumes,
die aus allen iiberabzahlbaren abgeschlossenen Mengen von R besteht, bezlig-
lich R eine analytische Menge ist. Beim Begriff ,analytische Menge* heift es in
einer Fufinote:

Analytische Mengen = Souslinsche Mengen {A). Wegen der (hauptsich-
lich von LUSIN und SIERPINSKI entwickelten) Theorie der analytischen
Mengen vgl. etwa HausDORFF, Mengenlehre, S.177 ff. Die in der gegen-
wirtigen Arbeit zu beniitzenden Begriffe und Lehrsitze werden unten im
§ 1 zusammengestellt.”

Bei dieser Zusammenstellung wird in einer Fufnote angemerkt:

Wir schlieffen uns dabei sehr eng an die Darstellung in Hausdorffs Men-
genlehre an.”™

Es wird dann noch mehrmals auf die Mengenlehre verwiesen; bei der LUSIN-
SIERPINSKIschen Theorie der Indizes z. B. mit der Bemerkung:

Die hier beniitzte Form der Definition stammt von HAUSDORFF {(Men-
genlehre, S.187).7¢

Eine besondere Rolle bei der Rezeption der HAUSDORFFschen Ideen spielte
eine der ersten mathematischen Spezialzeitschriften, die polnische Zeitschrift
Fundamenta Mathematicae.”” Die Fundamenta publizierten Arbeiten zur Men-
genlehre, Topologie, Theorie der reellen Funktionen, Mafk- und Integrations-
theorie, Funktionalanalysis, zur Logik und zu den Grundlagen der Mathematik.
Waren die Grundzige der Mengenlehre in den Fundamenta vom ersten Bande
an mit bemerkenswerter Hiufigkeit prasent, so trifft dies fast in gleicher Weise
fiir die Mengenlehre ab deren Erscheinungsdatum zu: In den 20 Binden von

73Heute als Hyperraum bezeichnet; s. dazu Band II dieser Edition, S.762-766.
74[Hu 1930], S. 4.

"3Ebd., S.6.

6Ebd., S. 7.

77S. dazu auch Band II dieser Edition, S.58-59.
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9 (1927) bis 28 (1937) wurde das Buch in 70 von 590 insgesamt erschienenen
Arbeiten zitiert, das entspricht einer Quote von 11,9 %.78

In einer Reihe von Arbeiten in den Fundamenta wird unmittelbar an die
Mengenlehre angekniipft. So hatte HAUSDORFF auf S. 90 die Frage aufgeworfen,
ob es eine feste §s-Funktion X = ®(M;, Ms,...) derart gibt, dak X genau alle
von einem beliebig gegebenen Mengensystem M erzeugten Borelmengen durch-
lauft, wenn die M; alle méglichen Mengen von M durchlaufen. Diese Frage griff
SIERPINSKI noch im Erscheinungsjahr der Mengenlehre auf ([Si 1927]) und be-
antwortete sie negativ, indem er ein spezielles M angab (ndmlich das System
aller Teilmengen der Menge der irrationalen Zahlen € (0, 1)), fiir welches die
Annahme der Existenz einer solchen és-Funktion zum Widerspruch fiihrt. In [Si
1930] werden von SIERPINSKI fiinf Probleme geldst, die TARSKI im Zusammen-
hang mit den HAUSDORFFschen ds-Funktionen (opérations de M. Hausdorff)
gestellt hatte. Z. B.kann die Frage, ob die Iteration zweier és-Funktionen wie-
der eine ist, bejaht werden, wihrend die Frage, ob die Mengenklasse, die durch
Vereinigung zweier durch verschiedene ds-Funktionen iiber demselben M er-
zeugter Mengenklassen entsteht, wieder durch eine ds-Funktion erzeugt werden
kann, verneint werden muf. In [Si 1937] schlieflich zeigt SIERPINSKI, daf es ei-
ne Mengenfunktion f(M;, Ms,...) gibt (die natiirlich keine §s-Funktion sein
kann), welche genau die Borelmengen {iber M erzeugt, wenn die M; beliebi-
ge Mengen aus M sind. Fir die Konstruktion von f ist die HAUSDORFFsche
ds-Funktion aus Satz II, S. 93 der Mengenlehre die Grundlage.

In [Ba 1931] greift STEFAN BANACH ebenfalls eine Anregung aus der Men-
genlehre auf. Fir reelle Funktionen auf einem metrischen Raum A hatte der
Klassensatz gegolten: Die Funktionen der LEBESGUEschen Klasse (M¢, N¢)
sind genau die BAIREschen Funktionen (¢ der Klasse ¢ ([H 1927a), S. 255 ff.).
Betrachtet man nun Funktionen in einem beliebigen metrischen Bildraum Y,
so zeigt HAUSDORFF durch ein Gegenbeispiel, daf eine Funktion der Klasse
(M',NY) = (F,,Gs) kein (! zu sein braucht. Hieran schlieft er die folgende
Bemerkung an:

Die Frage, in welchen Bildrdumen Y oder fiir welche Paare von Riumen
A, Y XII umkehrbar ist, verdient Untersuchung.™

BANACH widmet sich dieser Untersuchung und findet z. B., daf XII umkehrbar
ist im Falle eines Banachraumes Y oder im Falle eines Raumes Y, in dem sich
zwei beliebige Punkte stets durch einen stetigen Bogen verbinden lassen, hier
allerdings fiir £ # 1.

1931 und 1933 erschien in Fundamenta in zwei Teilen die umfangreiche Ar-
beit von L. KANTOROVITCH und E. LIVENSON Memoir on the Analytical Ope-
rations and Projective Sets. In dieser Arbeit wird die wichtige Rolle der ds-
Operation fiir die deskriptive Mengenlehre gezeigt, insbesondere auch fiir die

78Fiir die Grundziige hatte die Quote in den ersten 20 Binden der Fundamenta bei 15,8 %
gelegen.

79[H 1927a], S.269. Satz XII war die eine, fiir jedes Paar A, Y geltende Richtung des
Klassensatzes: Die Baireschen Funktionen ¢¢ sind von der Klasse (M€, N¥¢).
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Untersuchung projektiver Mengen. In zwei Vorlaufernoten in den Comptes Ren-
dus (JKL 1930a], [KL 1930b]) hatten KANTOROVITCH und LIVENSON folgendes
gezeigt: Geht man vom System der abgeschlossenen Mengen eines geeigneten
metrischen Raumes aus, so fiihrt die ins Transfinite wiederholte Anwendung
der §s-Operation, verbunden mit dem Ubergang zum Komplement, stets nur
auf projektive Mengen hochstens zweiter Stufe. In [KL 1931] haben die Autoren
verschiedene Verallgemeinerungen und Modifikationen der ds-Operation unter-
sucht und eine neue Klasse von Operationen, sogenannte positive analytische
Operationen, eingefithrt. Wenn diese iiber abzihlbaren Mengensystemen ope-
rieren, sind sie mit HAUSDORFFs ds-Funktionen dquivalent; in der Einleitung
heifit es, nachdem zun#chst auf die SusLINsche Operation verwiesen wurde:

Then in 1927 Mr. HAUSDORFF and independently of him Mr. KoLmo-
GOROFF introduced a very wide class of analytical operations, called by
Mr. HAUSDORFF ds-operations. |...] The importance of these operations
is the consequence of their generality: every positive analytical operation
on a countable infinity of sets is equivalent with a §s-function. Their theo-
ry is therefore in essence the most general theory of analytical operations
on a countable infinity of sets.°

HAUSDORFF hat in [H 1933a] unmittelbar auf diese Arbeit reagiert und einen
grundlegenden Projektionssatz von KANTOROVITCH/LIVENSON verallgemei-
nert und dessen Beweis ganz wesentlich vereinfacht.®!

In [Ta 1936] hat A.TARSKI, an HAUSDORFFs Mengenlehre und an einschls-
gige Arbeiten von SIERPINSKI ankniipfend, die 6s-Operation in folgender Wei-
se verallgemeinert: Eine HAUSDORFFsche §s-Funktion iiber einem Mengensy-
stem M ist durch eine Menge N von Folgen v = {v,} natiirlicher Zahlen
(d.h.ve < w = wp) definiert vermoge

x= N M, M, eM.

vEN ve€v

TARSKI betrachtet statt der Mengen N Mengen ® von Folgen ¢ = {¢¢} von
Ordinalzahlen p; < wg und kommt so zu ,opérations de Hausdorff en degré
B¢ : Ist M ein vorgegebenes Mengensystem, so gehort zur Menge ¢ die verall-
gemeinerte ds-Funktion vom Grade

X=) ) Mee, My eM.

PED peEyp

Die Klasse dieser Funktionen bezeichnet TARSKI mit Hg; die HAUSDORFFsche
Klasse der §s-Funktionen wire dann gerade Hy. Das Ziel von TARSKIs Arbeit
ist es, Mengenklassen zu finden, die abgeschlossen sind gegeniiber Operationen
der Klasse Hg fiir gegebenes § und Eigenschaften dieser Mengenklassen zu
studieren.

80[K1, 1931}, S. 216.
815 dazu in diesem Band S.471-478.
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Als letztes Beispiel sei aus den Nachkriegsbanden der Fundamenta die Ar-
beit [Ale 1947] erwdhnt. Sie geht unmittelbar von HAUSDORFFs Behandlung
der Funktionenklassen, die durch Urbildmengen definiert sind, aus (Mengen-
lehre, S. 232 f.). Sei X eine beliebige Menge, H ein o-Ring von Teilmengen von
X (Mengenlehre, S.236), Y ein separabler metrischer Raum. Als ,Hausdorff-
Klasse“ H* bezeichnet ALEXIEWICZ die Menge aller Funktionen f : X — Y,
so daf gilt: Fiir jede offene Menge G C Y gehort {z; f(z) € G} zu H. Die
Arbeit behandelt folgendes allgemeine Problem: Welches sind die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen dafiir, daf die Grenzfunktion einer konver-
genten Folge von Funktionen f,(z) einer gewissen Funktionenklasse X wieder
in K liegt? Ist z. B. K die Klasse der stetigen reellen Funktionen einer reellen
Variablen, liefert ein bekannter Satz von ARZELA die Antwort (quasigleichmé-
fige Konvergenz). ALEXIEWICZ untersucht das Problem fiir gewisse Hausdorff-
Klassen H*.

1958 wurde die Theorie der Suslinmengen von LORENTZ und ZELLER erst-
mals in der Limitierungstheorie angewandt ([LoZe 1958]). Riickblickend schreibt
LORENTZ dariiber:

I am not a stranger to analytic sets. In the 1930s I enjoyed the geometric
exposition of the theory by Luzin [11], preferring it to the dry formulas
of Hausdorff’s book. But K. Zeller and I had to use the Hausdorff version
when we wanted to apply it to summability.5?

In die Rezeptionsgeschichte der Mengenlehre gehort auch die unter HAUS-
DORFFs Leitung angefertigte Dissertation von GUSTAV STEINBACH aus dem
Jahre 1930. Alle wichtigen Satze iber Borel- und Suslinmengen bezogen sich
in ihrer urspriinglichen Form auf Mengen in euklidischen R&umen oder auf
Mengen im Baire-Raum der Irrationalzahlen (z. B. in LusINs Legons). HAaus-
DORFF hat sich in der Mengenlehre sehr darum bemiiht, moglichst allgemeine
Réume zugrunde zu legen, meist beliebige polnische Rdume. In diese Richtung
zielt auch die Dissertation von STEINBACH. So wird dort der Lusinsche Begriff
der Universalmenge eines Mengensystems von einem euklidischen Raum auf
einen metrischen Raum X verallgemeinert: Eine Universalmenge in X wird im
Produktraum X x Y mit Y = R definiert; die Ridume y =const. iibernehmen
dabei die Rolle der euklidischen Riume, mit denen im LusiNschen Fall die
Universalmenge geschnitten wird.

Die von LUSIN eingefithrten projektiven Mengen waren durch Projektionen in
euklidischen Rdumen definiert. Um sie auf polnische Rdume zu verallgemeinern,
fiihrte STEINBACH anstelle der Projektionen geeignete Abbildungseigenschaften
ein.

Die von HAUSDORFF eingeleitete Tendenz, topologisch méglichst allgemeine
Versionen der einschligigen Resultate zu finden, wurde unter seiner Anleitung
von STEINBACH fruchtbringend weiterverfolgt. Die Dissertationsschrift STEIN-
BACHS hat HAUSDORFF mit ,sehr gut” bewertet. Spater hat man herausgefun-
den, dafs manche Resultate der deskriptiven Mengenlehre auch in nicht sepa-

82[Lo 2001], S.29. [11] ist [Lu 1930a].

24



rablen und sogar in nicht vollstindigen Raumen gelten. Auch die Ausweitung
von den polnischen Riumen auf kompakte Hausdorff-Riume hat interessante
Ergebnisse gezeitigt.®®

Die erste umfassende Monographie zur allgemeinen (mengentheoretischen)
Topologie war KUrRATOWSKIs Topologie I ([Ku 1933]).8% Im Vorwort nennt
KURATOWSKI als Quellen an erster Stelle HAUSDORFFs Biicher:

Parmi les livres sur la Topologie dont je me suis servi en rédigeant ce
volume et dont la valeur ne se réduit pas seulement & leur intérét histo-
rique, sont A citer: F. HAUSDORFF, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig,
Veit 1914, et Mengenlehre, Berlin-Leipzig, Gruyter 1927.%°

Es folgen dann in dieser Reihenfolge SIERPINSKIS Zarys teorji mnogosci II (To-
pologia ogolna) (1928) und FRECHETs Les espaces abstraits (1928). In KURA-
TOWSKIs Buch werden nur vier Autoren mehr als 20 mal zitiert: Sein Lehrer
SIERPINSKI, dem das Buch gewidmet ist (51 mal), HAUSDORFF (40), LUSIN {26)
und URYSOHN (25). Von den 40 Verweisen auf Werke HAUSDORFFs betreffen
22 die Mengenlehre.

Schlieflich sei noch erwdhnt, daf A. N. KOLMOGOROFF in seiner grundlegen-
den Arbeit zur Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung ([Kol 1933])
mehrfach auf HAUSDORFFs Mengenlehre zuriickgegriffen hat (Begriff des Men-
genkorpers, des o-Korpers und des Borelschen Systems).

Die Mengenlehre war offenbar auch buchhéndlerisch ein Erfolg. Es gab min-
destens einen unverinderten Nachdruck, denn es gibt Exemplare, die zwar als
Ausgabedatum 1927 angeben, in die aber eine Ubersicht iiber G&schens Lehr-
biicherei fest eingebunden ist, die bis 1931 reicht. 1935 gab es eine Neunauflage
der Mengenlehre; s. u. Abschnitt 6.

5. Hausdorff und Lusin

Lusins schon mehrfach erwidhntes Buch Legons sur les ensembles analytiques
et leurs applications {[Lu 1930a]) gab eine zusammenfassende Darstellung der
Untersuchungen iiber Borelsche und projektive Mengen seit LEBESGUES grund-
legender Arbeit [Le 1905] bis zum Ende der zwanziger Jahre. In der Bespre-
chung des LusiNschen Werkes im Jahrbuch dber die Fortschritte der Mathema-
tik {1930, S. 85) hatte kein Geringerer als JOHANN VON NEUMANN geschrieben:

Die vom Verf. und M. Suslin geschaffene Theorie der analytischen Men-
gen ist eine der wichtigsten Etappen im Fortschritt der Punktmengen-
theorie und ein heute bereits in den Hauptziigen fertiges und iiberseh-
bares Lehrgebidude. Da die Originalliteratur uniibersichtlich ist, ist das
Bediirfnis nach einer zusammenfassenden Darstellung des Gegenstandes
dringend. (In deutscher Sprache ist seit einigen Jahren die vorziigliche
Zusammenfassung in Hausdorffs Mengenlehre (2. Aufl. 1927; F.d. M. 53,
169) vorhanden; jedoch ist bei der Wichtigkeit dieser Disziplin eine mo-
nographische Darstellung nichtsdestoweniger erwiinscht.)

835, dazu [R 1980], S.8-9.
845 ngheres dazu im Band II dieser Edition, S.64-65.
85[Ku 1933], S.IX.
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Diese Parallelitit von groferen Teilen der HAUSDORFFschen Mengenlehre und
Lusins Monographie sowie die zeitliche Nihe beider Werke mag es rechtferti-
gen, dem Vergleich dieser beiden bedeutenden Mathematiker im Hinblick auf
ihre mengentheoretischen Interessen einige Zeilen zu widmen.

HAUSDORFF und LUSIN gehoren zu den Gelehrten, welche in der Ara nach
CANTOR bedeutende Beitrige zur Weiterentwicklung der klassischen Mengen-
lehre und ihrer Anwendungen geleistet haben. Ihr Zugang zu dieser Thematik
war jedoch denkbar verschieden: Wahrend HAUSDORFF als etwa 30-jahriger
nach Publikationen auf ganz disparaten und von der Mengenlehre weit entfern-
ten Gebieten durch seine philosophischen Interessen schlieflich zur Mengenlehre
gefiihrt wurde®®, hat LUSIN schon als Student unter D.F. JEGOROFF in Mos-
kau und in Paris unter dem Einflul der franzosischen Schule (BAIRE, BOREL,
LEBESGUE) die Bedeutung der Theorie der Punktmengen fiir sein Hauptinter-
essengebiet, die Theorie der reellen Funktionen, erkannt. Er hatte auf diesem
Gebiet auch sofort groRen Erfolg; bereits seine Dissertation Integral i trigono-
metricheskij rjad (Integral und trigonometrische Reihe, Moskau 1915) hat ihn
als bedeutenden Mathematiker weithin bekannt gemacht.

HAusDORFFs und LUSINS Interessen innerhalb der Mengenlehre waren ziem-
lich verschieden, aber nicht ohne einige bemerkenswerte Beriihrungspunkte. Die
Herausgeber des Bandes II von LUsiNs Gesammelten Werken ([Lu 1958]) ha-
ben in seinen mengentheoretischen Untersuchungen folgende drei Richtungen
unterschieden:

(I) Borelsche und projektive Mengen reeller Zahlen, speziell Mengen der er-
sten und zweiten Stufe der projektiven Hierarchie;

(IT) w;-Folgen, erzeugt durch die LuSiNsche Sieboperation und &hnliche ,ef-
fektive” Konstruktionen;

(IIT} verschiedene Typen von Mengen und transfiniten Folgen, deren Existenz
das Auswahlaxiom voraussetzt — ein mehr marginaler Punkt.

Erwdhnt werden sollte auch LUSINs tiefes Interesse an Grundlagenfragen der
Mathematik. Er teilte z. B. in bezug auf das Auswahlaxiom die Skepsis der fran-
zdsischen ,Halbintuitionisten“.2” HAUSDORFF dagegen hat das Auswahlaxiom
ganz selbstverstindlich benutzt, sogar ohne es explizit zu erwihnen.®®
HAUSDORFFs mengentheoretische Untersuchungen lassen sich nicht so ein-
fach klassifizieren; sie iiberdecken, wenn man den NachlaR mit einbezieht3®,

86 ausporFFs Weg zur Mengenlehre ist ausfiihrlich im Band II dieser Edition, S.2-16,
dargestellt.

87Vgl. dazu Lusins Vortrag Sur les voies de la théorie des ensembles ([Lu 1928]) auf dem
Internationalen Mathematikerkongref 1928 in Bologna; s. ferner [Mo 1982], S.92 ff. und ins-
besondere S.288.

887.B.bei der Konstruktion seiner paradoxen Kugelzerlegung in [H 1914a] und [H 1914b};
s.Band IV dieser Edition, S.9.

89H auspoRFF stellte offenbar sehr hohe Anforderungen an eigene Publikationen; eine Reihe
von Stiicken aus seinem Nachla® hétte zu seiner Zeit zu einflufireichen Publikationen fiihren
kénnen (z.B. Fasz. 223, s. Band IV dieser Edition, S.317-323, und diesen Band, S.750-754.
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buchstéblich die gesamte zeitgendssische Mengenlehre mit Ausnahme logischer
und metamathematischer Untersuchungen. Trotzdem kann man einige Haupt-
richtungen herausheben:

(A) Geordnete Mengen (Konfinalitit, regulére und singulére Zahlen, Element-
und Liickencharaktere, saturierte Strukturen, Halbordnung);

(B) Arithmetik transfiniter Zahlen und Ordnungstypen (Hausdorffsche Re-
kursionsformel, verallgemeinerte Kontinuumhypothese, allgemeine geord-
nete Produkte und Potenzen);

(C) Studium der Du Bois-Reymondschen finalen Halbordnung bei Folgen und
Funktionen — hierzu gehort eines seiner tiefsten Resultate in der Mengen-
lehre, der Beweis der Existenz von (w1, ws)-Liicken;

(D) Borelsche, Suslinsche und co-Suslinsche Mengen in metrischen Raumen;

(E) Struktur von Mengenringen und Funktionenfamilien, speziell Borelmen-
gen und Bairesche Funktionen;

(F) és-Operationen iiber Mengensystemen.

(D), (E), (F) sowie die elementareren Teile von (A), (B) bilden den Haupt-
teil des Inhalts der Mengenlehre (bzw.ihrer etwas erweiterten Nachauflage [H
1935a]). Einige andere Abschnitte des Buches, wie die Theorie der Kontinua,
zahlt man heute mehr zur Topologie als zur Mengenlehre.

Wir betrachten im folgenden die Beziehungen zwischen HAUSDORFFs und
Lusins Untersuchungen und insbesondere die zwischen HAUSDORFFs Mengen-
lehre und LusiNs Legons.

Was (I) betrifft, so hat LusiN oft das Theorem von ALEXANDROFF und
HAuUSDORFF iiber die Existenz perfekter Teilmengen in {iberabzdhlbaren Bo-
relmengen zitiert. Dieses Resultat, unabhénglg voneinander in [Al 1916] und
[H 19186] erzielt, war zweifellos ein Ausgangspunkt fiir die weitere Entwicklung
der deskriptiven Mengenlehre, vor allem in Rufland. In der Tat wurde SUSLIN,
indem er ALEXANDROFFs Konstruktion verbesserte, zur Entdeckung der Sus-
linmengen und zu den darauf folgenden Untersuchungen gefiihrt (und mit ihm
LUSIN als Lehrer von ALEXANDROFF und SUSLIN).%

HAUSDORFF definierte und untersuchte einige transfinite Folgen vom Typ (II)
in [H 1936b] als Teil seines Programmes (C), aber unter anderen Gesichtspunk-
ten und mit anderen Resultaten als in den zum Punkt (IT) gehorigen Arbeiten
Lusins.

Was (III) betrifft, so ist die Konstruktion von (w;,ws)-Liicken in LUSINs
Arbeit [Lu 1946] wesentlich auf dieselbe Idee gegriindet, die HAUSDORFF in
[H 1936b} zu seiner Konstruktion gefithrt hatte; man kann aber nicht von
einer wortlichen Reproduktion sprechen. LUSINs erste kiirzere Note dazu in
Franzosisch ([Lu 1943)) zitiert als einzige fremde Arbeit [H 1936b], aber ohne

9 Genaueres im Kommentar zu [H 1916], dieser Band, S.439-442.
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speziellen Bezug darauf im Text und mit nicht ganz korrekten bibliographi-
schen Daten.?! Die auf [Lu 1943] folgende o. g. lingere Arbeit {Lu 1946] enthalt
keinerlei Hinweis mehr auf HAUSDORFF.%2 Man kann dies verschieden inter-
pretieren, aber vielleicht handelte LUSIN vor dem Hintergrund seiner eigenen
Verfolgungsgeschichte unter STALIN in den spiten dreifiger Jahren, als man
ihm u. a. unangemessen enge Kontakte zu ausléndischen Kollegen vorwarf.%

HAUSDORFF hat in seinem Buch Mengenlehre viel Miihe darauf verwandt, die
Resultate LusiNs und seiner Schule auf dem Gebiet der deskriptiven Mengen-
lehre, insbesondere aus dem unter (D) angefiihrten Themenkreis, zu verallge-
meinern und zu verbreiten. Die Mengenlehre erschopft aber nicht den gesamten
Inhalt von LUSINs Legons, priasentiert jedoch das, was man den Kernbereich der
klassischen deskriptiven Mengenlehre nennen kann: die grundlegenden Resulta-
te iiber Borel-, Suslin- und co-Suslinmengen in separablen metrischen Riumen.
Beiseite gelassen hat HAUSDORFF einige wichtige Themenbereiche, die spéter
in den Le¢ons sehr gut dargestellt sind, wie projektive Mengen und die Struktur
der Klassen und Teilklassen der Borelschen Hierarchie.

Dies im Blick sollen im folgenden noch einige Bemerkungen zum Vergleich
zwischen LUSINs Arbeiten aus den zwanziger Jahren und seinen Legons einer-
seits und dem deskriptiv-mengentheoretischen Teil der Mengenlehre [H 1927a]
andererseits angeschlossen werden.

1) HAUSDORFF prisentierte die deskriptive Mengenlehre in einer Form, die
auf alle separablen metrischen Riume anwendbar ist. Diese allgemeine Form
ist eine von HAUSDORFFs originellen Leistungen in seiner Mengenlehre. LU-
SIN hat in den Le¢ons nur den Fall der reellen Zahlen und hauptsichlich nur
den Baire-Raum der irrationalen Zahlen betrachtet. HAUSDORFFs Verallgemei-
nerung ist durchaus nicht trivial: einige grundlegende Resultate beruhen auf
seinem bemerkenswerten Theorem, daf Gs-Mengen in einem vollstdndigen me-
trischen Raum selbst vollstindig metrisierbar sind ([H 1924]; s. diesen Band,
S.443-453).

2) HAUSDORFF hat LUSINs etwas weitschweifigen Stil wesentlich moderni-
siert. LUSIN bevorzugte eine mehr geometrische Art der Darstellung, welche
nicht immer mit dem Inhalt harmonierte und zu unnétig langen und umsténd-
lichen Argumentationen sowohl in den Legons als auch in seinen fritheren Arbei-
ten [Lu 1926], [Lu 1927] fiihrte. HAUSDORFFs Darstellung des damals aktuellen
Standes der deskriptiven Mengenlehre in [H 1927a] bzw. [H 1935a] war viel mo-
derner und kompakter. Dies mag auch die Ursache dafiir gewesen sein, daf LU-
SiNs Le¢ons, obwohl sie das Gebiet der deskriptiven Mengenlehre umfassender
iitberdeckten und obwoh! LUSIN und seine Schule weit mehr an originellen Re-

91Der Verweis auf HAusporrF wurde in der russischen Ubersetzung in Lusing Gesammel-
ten Werken ([Lu 1958]) ganz weggelassen.

92(brigens gab Lusin hier auch eine andere Realisierung des gleichen (w1,ws)-Liicken-
Phinomens, und zwar in der Form orthogonaler, aber inseparabler transfiniter Folgen. Ge-
naueres findet sich im Kommentar zu {H 1936b] im Band I dieser Edition.

93Lusin befand sich zeitweise in einer fiir ihn lebensgefihrlichen Situation; s. dazu das Buch
[DL 1999], in dem einschligige Dokumente des ,,Falles Lusin® vertffentlicht sind; s. ferner [Pa
1997].
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sultaten auf diesem Gebiet erzielt hatten als HAUSDORFF, dessen Mengenlehre
nicht iiberschattet haben. Wenn man als Beleg wieder die wichtigste einschlégi-
ge Zeitschrift, die Fundamenta Mathematicae, heranzieht, und etwa die ersten
20 Bédnde nach Erscheinen von LUSINs Buch analysiert, ergibt sich folgendes:
Die Lecons werden in 28 der in diesen Banden enthaltenen 590 Arbeiten zitiert,
HAUSDORFFs Werk in 58 Arbeiten. Von diesen 58 Arbeiten kann man minde-
stens 23 der deskriptiven Mengenlehre zurechnen. Selbst SIERPINSKI, enger
Freund und zeitweise Mitarbeiter LUSINs, griff in [Si 1933] bei der Darstellung
LusiNscher Ideen nicht auf [Lu 1930a], sondern auf HAUSDORFFs Mengenlehre
zuriick. So fiigte er den Beweisen zweier wichtiger Theoreme folgende Fufinoten
an:

La démonstration est basée sur une idée de M. Lusin; cf. F. Hausdorff,
Mengenlehre (1927), p. 276.%

Ici aussi l'idée de la démonstration est due a M. Lusin. Cf. F. Hausdorff,
l.c., p.277.%8

3) In allen groferen Publikationen und in seinen Legons widmete LUSIN
philosophischen Erorterungen iiber die Grundlagen der Mathematik, speziell
iiber das Wesen mathematischer Definitionen, Resultate und Schluffweisen so-
wie {iber das Auswahlaxiom viel Raum. HAUSDORFF hat solche Erérterungen
in seinen Biichern iiber Mengenlehre vermieden (mit Ausnahme einiger weniger
Bemerkungen zum Mengenbegriff), obwohl er selbst ein eigenstindiger philoso-
phischer Denker war und sich auch mit Grundlagenfragen auseinandergesetzt
hatte.’® Es gibt keine direkten Reaktionen HAUSDORFFs auf LUSINs philoso-
phische Exkurse, wohl aber eine sehr kritische Bemerkung ALEXANDROFFS in
einem Brief an HAUSDORFF. Damit hatte es folgende Bewandtnis: Nachdem
das Kontinuumproblem fiir Suslinmengen gel6st war, hatte LUSIN vergeblich
versucht, es auch fiir Suslinkomplemente zu 1dsen. Dazu bemerkte er in [Lu
1925a]:

Les efforts que j’ai faits pour résoudre cette question m’ont conduit &
ce résultat tout inattendu: il eziste une famille admettant une applica-
tion sur le continu d’ensembles effectifs telle qu’on ne sait pas et Von
ne saura jamais sz un ensemble quelconque de cette famille (supposé non
dénombrable) a la puissance du continu, |- --1°7

In einer weiteren Note ([Lu 1925b]) hat LUSIN ein solches ,Ignorabimus® auch
fiir Projektionen von Suslinkomplementen ausgesprochen. ALEXANDROFF rea-
gierte in einem Brief an HAUSDORFF vom 29.11.1925 darauf mit folgender
Bemerkung:

94[Si 1933], S. 265.

95Ebd., S.269.

96Zu Grundlagenfragen der Mathematik s. den Kommentar zu [H 1905] im Band I dieser
Edition, ferner Band VI dieser Edition und Band II, S.27-29, 53-55. Dem philosophischen
Werk HausporFFs ist Band VII dieser Edition gewidmet.

97[Lu 1925a}, S.1572. Es ist bemerkenswert, daR die Frage nach der Existenz perfekter
Teilmengen in iiberabzihlbaren Suslinkomplementen die Beweismoglichkeiten der Zermelo-
Fraenkelschen Axiome iibersteigt; s. dazu [Koe 1996], S. 93-95.
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Was die Lusinschen Noten betrifft, so macht auf mich einen besonders un-
begreiflichen Eindruck dieses ,nous ne savons pas et nous ne saurons ja-
mais“ — das ist ja zum ersten mal, daff man in der Mathematik so ein
Sgnorabimus” deklariert, und dabei es gar nicht [zu] begriinden versucht

Mir tut es auch Leid, daf LusiN, dessen Geisteskraft ich ja sehr gut
kenne, sich jetzt mit solchen Sachen begniigt.®®

ALEXANDROFF hitte eine solche doch ziemlich scharfe Formulierung wohl kaum
gewdhlt, wire er nicht der Meinung gewesen, daff HAUSDORFF (wie iibrigens
auch HILBERT) ein ,Jgnorabimus“in der Mathematik ablehnte.

4) Was die Borelmengen betrifft, war LUSIN auf die DE LA VALLEE-POUSSIN-
sche Hierarchie fokussiert, die sich auf die Operation des mengentheoretischen
Limes griindet. Der Grund hierfiir lag wohl nicht zuletzt darin, daff hier gewisse
Analogien mit der Limesbildung im Bereich der reellen Zahlen bestehen. HAus-
DORFF schuf seine eigene Hierarchie der Klassen F, G, F,, Gs, Fys, Gsoy - -
basierend auf abzihlbaren Vereinigungen und abzahlbaren Durchschnitten; sie
wurde zum Prototyp der modernen Systematik.

Die unter (E) aufgefiihrte Thematik war von Beginn an bis in die spéten drei-
Riger Jahre ein stindiger Gegenstand von HAUSDORFFs Aufmerksamkeit. Lu-
SIN war daran nur insoweit interessiert, als Borelmengen und Bairesche Funk-
tionen tangiert waren. HAUSDORFF seinerseits hat sich mit LUSINs Arbeit [Lu
1930b] und den entsprechenden Kapiteln in den Legons eingehend beschéftigt;
im Nachlaf finden sich dazu zahlreiche Untersuchungen, wovon einige in diesem
Band abgedruckt sind.®®

Ziemlich iiberraschend ist, daf Lusin die Richtung (F) vollkommen ignorier-
te. 1921 hat A.N. KOLMOGOROFF, damals ein achtzehnjiriger Student unter
LUSIN, eine brilliante Untersuchung der és-Operationen vorgelegt, die SIER-
PINSKIs und HAUSDORFFs gleichzeitige Studien in einigen Punkten iibertraf.
Der erste Teil dieser Arbeit wurde in [Kol 1928] publiziert, der zweite, weit
bedeutendere erst in [Kol 1993]. KOLMOGOROFF selbst hat 1985 in seinen
Kommentaren fiir seine Gesammelten Werke erwédhnt, daf LUSIN mit dieser
Untersuchungsrichtung iiberhaupt nicht einverstanden war.%°

6. Die Neuauflage von 1935. Ubersetzungen

Am 2. Oktober 1934 fand im Verlag de Gruyter eine Lektorenkonferenz statt.
Im Protokoll wird zu HAUSDORFFs Buch festgestellt:

Hausdorff, Mengenlehre geht zu Ende. Neue Auflage machen oder ana-
statischen Nachdruck?

Beschlossen: 500 Expl. anastatisch nachdrucken.®!

98NL Hausporrr: Kapsel 61, Brief vom 29. 11.1925.

993,588 ff, S.626 fI.

1009 dazu auch den Kommentar zu [H 1933a], dieser Band, S. 478.
101 gtaatsbibliothek zu Berlin, Dep. 42 (Archiv de Gruyter), 461.
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HAUSDORFF hat aber, ,um den inzwischen erzielten Fortschritten wenigstens
teilweise gerecht zu werden“ 192 die Verlagsleitung offenbar iiberzeugen kén-
nen, dem Nachdruck ein zehntes Kapitel hinzuzufiigen und das Quellen- und
Literaturverzeichnis zu aktualisieren. So erschien das Werk 1935 in einer neuen
Auflage. Die meisten Rezensionen der Neuauflage waren kurz und verwiesen
auf friihere Besprechungen der Ausgabe von 1927, in einigen auch mit einem
Hinweis auf den bisherigen groken Erfolg des Werkes. So schrieb z. B. ERICH
KAMKE im Jahresbericht der DMV:

Nur acht Jahre nach Erscheinen der zweiten Auflage ist schon eine Neu-
auflage dieses Standardwerkes der Mengenlehre nétig geworden. Das ist
angesichts des keineswegs immer einfachen Gegestandes des Werkes ein
so groRer Erfolg, daf jedes weitere empfehlende Wort iiberfliissig ist.'%

Es gab zwei ausfiihrlichere Rezensionen, beide von bedeutenden Fachleuten auf
dem Gebiet der Mengenlehre, ndmlich von THORALF SKOLEM und von GIULIO
VIVANTIL; beide sind in deutscher Ubersetzung in diesem Band, S.425-428,
abgedruckt.

Mitte 1939 war auch von der Nachauflage nur noch ein geringer Bestand
vorhanden. Darauf bezieht sich die im folgenden vollstindig abgedruckte Ak-
tennotiz aus dem Verlagsarchiv, die keines weiteren Kommentars bedarf.1%4

Berlin, den 12. Sept.
y2Hausdorff, Mengenlehre“ (Goschens Lehrbiicherei Band 7)
Die Besténde der 3. Auflage dieses Werkes gehen zu Ende. Wir haben
aber Bedenken eine neue Auflage zu veranstalten, da Hausdorff Jude ist
und wir befiirchten miissen, daf uns durch den Nachdruck Unannehm-
lichkeiten entstehen konnten.

In der Verlagskonferenz vom 1. Aug. 1939 wurde der BeschiuR gefaft,
nach einem neuen Autor Umschau zu halten; da es aber sicher einer lan-
geren Zeit bedarf, bis das neue Manuskript vorliegen kann, wollten wir
uns einmal mit Herrn Professor Bieberbach in Verbindung setzen und
dessen Meinung einholen, ob wir es riskieren kénnten einen weiteren klei-
nen Manuldruck des Hausdorff’schen Buches zu veranstalten, eventuell
mit der alten Jahreszahl. Herr Bieberbach riet von einer solchen Auffri-
schung des Buches dringend ab.

Als neue Autoren empfahl Herr Geheimrat Haufiner die Herren Tietze —
Miinchen, Beck — Bonn und Herbert Seifert sowie hauptsichlich Tornier.
Herr Professor Bieberbach rit von Tietze und Beck ab. Seifert scheidet

102[H 1935a}, S.6.

103[Ka 1936], S. 25.

104Der Rand des Schriftstiicks ist z. T.abgerissen. Die fehlenden Buchstaben oder Wortteile
ergeben sich jedoch eindeutig aus dem vorhandenen Text bis auf das durch [1] gekennzeich-
nete Wort. Es kann nicht ,speziellen” geheiffien haben, da der Leerraum nach dem Wort ,spe-
ziell“ noch deutlich sichtbar ist. Vermutlich hat dort ,,jiidischen® gestanden; dies wiirde sich
aus dem Zusammenhang am ehesten ergeben, zumal die Mengenlehre von BIEBERBACH und
seinen Anhingern als typisch jiidisch charakterisiert wurde. Zu L. BIEBERBACH s. [Me 1987].
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aus, weil er der Mitarbeiter an der ,,Threllfallschen Topologie® ist, die wir
nach Krach seinerzeit ablehnten. Tornier kommt nicht mehr in Frage, da
er, obwohl strenger Parteigen., seines Amtes enthoben wurde.

Herr Bieberbach nannte nun als geeigneten Autor Perron — Miinchen.
Wenn wir uns an diesen wenden, so begeben wir uns in gewisse Gefahr,
denn Herr P. wird sich bei dieser speziell [1] Wissenschaft keinen Zwang
auferlegen und Juden nach Herzenslust zitieren. Ich erinnere dabei an
die Korrespondenz, die wir in dieser Beziehung mit ihm wegen der neuen
Auflage von Gdschens Lehrbiicherei Band 1 fiithrten.

Neuerdings schrieb Herr Geheimrat Haufiner: ,Daf Sie sich wegen ei-
ner Mengenlehre {iberhaupt um jemanden bemiihen, kénnte leicht etwas
hinausgeschoben werden, bis klar zu iibersehen ist, ob auch unter den
Jjetzigen Verhiltnissen die Mengenlehre eine solche Beachtung und Wert-
schdtzung findet wie bisher.”

Vielleicht empfiehlt es sich wegen eines Bearbeiters einmal die Schriftlei-
tung des Jahrbuches {iber die Fortschritte der Mathematik zu befragen,
die ja im Bilde sein muf, wer sich auf dem Gebiet besonders betatigt.

Grethlein'®®
In der Unterredung mit Herrn Cram am 28. September 1939 wurde be-
schlossen, mit der Neubesetzung zunichst zuzuwarten.'%®

Von HAUSDORFFs Mengenlehre gab es eine russische und eine englische Ausga-
be. Die russische Ausgabe erschien 1937 unter HAUSDORFFs Namen und unter
dem Titel ,Mengenlehre” (Teoria mnoshestvch). Als verantwortliche Redakteu-
re dieser Ausgabe fungierten P. ALEXANDROFF und A. KOLMOGOROFF. Aller-
dings — und das ist in der Geschichte der mathematischen Literatur ein ziemlich
ungewdhnlicher Fall — erschien hier unter HAUSDORFFs Namen ein Buch, wel-
ches er so nicht geschrieben hatte. Der Sachverhalt wird am besten deutlich,
indem wir im folgenden das Vorwort der Redakteure in deutscher Ubersetzung
abdrucken:

Vorwort zur russischen Ausgabe

Die ,Mengenlehre* HAUSDORFFs gehort zum Bestand jener einzigartigen
klassischen Werke der mathematischen Literatur, welche nicht nur die
Bilanz einer ganzen Periode in der Entwicklung der jeweiligen Disziplin
ziehen, sondern auch die Wege der kiinftigen Entwicklung skizzieren.

Wenn man von der ,Mengenlehre* HAUSDORFFs spricht, so hat man ei-
gentlich zwei Biicher im Auge: die erste Auflage, erschienen 1914 unter
dem Titel ,,Grundziige der Mengenlehre®, und die zweite Auflage, erschie-
nen 1927 und einfach als ,Mengenlehre betitelt. Die beiden Biicher un-
terscheiden sich in ihrem Inhalt derartig stark voneinander, dafl man sie

105Dje Unterschrift ist abgekiirzt; aus dem Vergleich mit anderen Dokumenten mit der
Unterschrift von Grethlein wird klar, daf es Grethlein heiffen muf.

106gtaatsbibliothek zu Berlin, Dep. 42 (Archiv de Gruyter), 227. Das Dokument liegt in
einer Mappe ,Herrn Geheimrat Haufiner bereits unterbreitet®. RoBerr HAUsSNER (1863—
1948) war von 1905 bis 1934 Ordinarius in Jena, danach Emeritus. Er fungierte seit den
zwanziger Jahren als Berater von de Gruyter fiir Goschens Lehrbiicherei. Haufner gehérte
politisch der extremen Rechten an, s.[Hag 1997], S. 166 ff.
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als zwei verschiedene Werke betrachten muf und nicht als zwei Aufla-
gen ein und desselben Buches. Die wesentlichen Unterschiede der beiden
Biicher bestehen in folgendem: 1° Die Theorie der topologischen Riu-
me, welche die Grundlage der Darstellung in der ersten Auflage ist und
die erstmalig von HAUSDORFF systematisch ausgearbeitet wurde, ist in
der zweiten Auflage nur in einem Paragraphen dargestellt: die gesamte
Theorie der Punktmengen ist in der zweiten Auflage nur fiir metrische
Riume durchgefiihrt; 2° In der zweiten Auflage fehlen die Theorie des
Mafies und des Lebesgueschen Integrals, aber auch die Topologie der Eu-
klidischen Ebene und des n-dimensionalen Raumes; 3° Hinzugefiigt ist in
der zweiten Auflage — und zwar in meisterhafter Ausfithrung — die Theo-
rie der A-Mengen von SusLIN (in der vorliegenden Ubersetzung werden
diese Mengen in Ubereinstimmung mit der von HAUSDORFF eingefiihr-
ten Terminologie als Suslinsche Mengen bezeichnet nach ihrem Entdecker
M. J. SusLIN (geb. 1894, gest. 1919)).

Die Griinde, welche den Autor in der zweiten Auflage zum Verzicht auf
so umfangreiches Material aus der ersten Auflage bewogen haben, hat er
im Vorwort zur zweiten Auflage genannt: sie bestehen im wesentlichen
in der Forderung des Verlages gegeniiber dem Autor, den Umfang einzu-
schrianken. Zweifellos ist der Verzicht auf den topologischen Aufbau der
Punktmengenlehre, welcher eine der glanzvollsten Errungenschaften der
ersten Auflage des HAUSDORFFschen Buches war, der grofte Verlust: der
Autor selbst spricht in seinem Vorwort mit sichtlichem Bedauern von der
Notwendigkeit, so zu verfahren.

Die Redakteure der russischen Ubersetzung haben den Entschluf gefaft,
diese Einbufe riickgingig zu machen, die das Buch aus duferen Griinden
erlitten hatte: unterstiitzt in dieser Beziehung vom Verlag ONTI, ha-
ben sie beschlossen, zum topologischen Standpunkt zuriickzukehren, auf
den sich zurecht der ausgezeichnete Ruf der ersten Auflage des Buches
griindet. Wir haben also den Versuch gemacht, die groken Vorziige der
zweiten Auflage — Vorziige, die vor allem in der logischen Vollendung und
in der Geschliffenheit (otschlifovka) des gesamten Materials bestehen —
mit den Vorziigen der ersten Auflage zu verbinden. Allerdings war das
gesteckte Ziel durch mechanische Ubertragung des Textes der ersten Auf-
lage nicht zu erreichen: eben diese erste Auflage war der Stimulus einer
gewaltigen Entwicklung der Theorie der topologischen Riume mit dem
Ergebnis, daf diese Theorie iiberhaupt nicht mehr so aussieht, wie sie
1914 aussah, als die erste Auflage des HaAuspoRrFFschen Buches erschien.
Bei der Umarbeitung derjenigen Kapitel der ersten Auflage, welche der
allgemeinen (topologischen) Mengenlehre gewidmet sind, muRten wir die-
se somit dem gegenwirtigen Stand der Theorie der topologischen Riume
anpassen. Eine dieser Forderung entsprechende Darstellung der Theorie
war schon von einem von uns in dem Buch ALEXANDROFF und HoPF,
Topologie I (Kapitel I und IT) vorgelegt worden. Von dieser Darstellung
wurde natiirlich (bei einigen Kiirzungen) Gebrauch gemacht. Die schwie-
rige Aufgabe der Vereinigung dieses Stoffes mit dem {ibrigen Stoff des
HausporrFrschen Buches, seine Einfiigung in den vorgegebenen Rahmen
dieses Buches, die Verschmelzung mit den iibrigen Kapiteln HAUSDORFFs
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zu einem Ganzen, hat N. B. VEDENISOFF auf sich genommen und, wie
uns scheint, vortrefilich geldst. Diese gesamte Arbeit, die natiirlich den
Rahmen einer iiblichen Ubersetzungsarbeit weit iibersteigt, ist von VE-
DENISOFF unter unserer stindigen redaktionellen Mitwirkung durchge-
fithrt worden und selbstverstdndlich vollstindig unter unserer und nur
unter unserer Vemntwortung.w7

AuRerdem wurden, entsprechend den neuesten Untersuchungen von HAUS-
DORFF selbst, von A. N. KoLMOGOROFF, L. W. KANTOROVITCH und E.

M. L1vensoN, die Paragraphen umgearbeitet, welche sich auf Mengen-

operationen und ihre Anwendungen beziehen. Es scheint uns, daf diese

Umarbeitung im Geiste der generellen Absichten des HAUSDORFFschen

Buches erfolgt ist.

Schlieflich hielten wir es fiir zweckmaflig, dem Buch in Form eines beson-
deren Anhangs eine Ubersetzung von HauspoRrFFs Artikel iiber lineare
Riume anzufiigen.'® Im letzten Moment haben wir erfahren, daf auch
HAusDORFF sich entschieden hat, in der dritten deutschen Auflage ein
Kapitel einzufiigen, welches diesem Gegenstand gewidmet ist.'%® Somit
hoffen wir, dal ungeachtet dessen, daR das HAausDORFFsche Buch, wie
sich aus dem Gesagten ergibt, unter unseren Hiénden eine betrichtliche
Umarbeitung erfahren hat, der wahre Geist des Originals in vollem Mafle
erhalten geblieben ist. Unsere Aufgabe war es, in die Hénde des sowjeti-
schen Lesers ein Buch zu legen, welches im grofen und ganzen sowohl die
erste als auch die zweite Auflage des HAUSDORFFschen Buches ersetzt,
dabei aber denjenigen Teil des Originals beibehilt, der beibehalten wer-
den konnte, weil er sich auf dem aktuellen Stand der Mengenlehre befin-
det. Wenn diese Aufgabe von uns einigermafien zufriedenstellend gel6st
worden ist, dann hilt der Leser in der Tat einen griindlichen Leitfaden
der Mengenlehre in Handen. Durch dessen Studium wird er sich fiir die
Lektiire beliebiger Spezialliteratur in dieser Disziplin vollstindig vorbe-
reitet zeigen und er wird nach Kriften an deren fernerer Ausarbeitung
teilnehmen kdnnen.

Bolschewo-Komarovka P. Alezandroff
7. August 1936 A. Kolmogoroff

Ein naherer Vergleich der russischen Ausgabe mit [H 1927a] zeigt folgendes:
Die Kapitel I-IV der russischen Ausgabe sind im wesentlichen wortliche Uber-
setzungen der entsprechenden Kapitel der Mengenlehre. Im Kapitel V gibt es

107Die von ALexANDROFF und KoLmoGororr durch Kursivdruck hervorgehobene Passage
ist wohl nur verstindlich, wenn man bedenkt, daf im Juli 1936 eine grof angelegte Presse-
kampagne gegen Lusin stattfand. Da Lusin der fiihrende Mengentheoretiker der Sowjetunion
war, wollten es ALEXANDROFF und KoLmoGoroFF offenbar vermeiden, daf er in irgendeiner
Weise mit der russischen Ausgabe des Buches in Zusammenhang gebracht wiirde, weil dies
das Projekt moglicherweise ernsthaft gefihrdet hitte. Lusin wird aber iiberall korrekt zitiert
so wie in HAausporrrs Original.

108Fg handelt sich um [H 1931].

109Die dritte Auflage hat im August 1936 in Moskau offenbar nicht vorgelegen. Auf welche
Information sich ALEXANDROFF und KoLMOGOROFF hier beziehen, ist unklar. Aus keiner
bisher bekannten Quelle geht hervor, daf HAUSDORFF eine solche Absicht gehabt hat.
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einen neuen Paragraphen ,Mengenoperationen“; ansonsten ist der grosste Teil
von HAUSDORFFs Text vorhanden. Kapitel VI ,/Topologische Rdume* ist voll-
kommen neu und stellt einen Auszug aus den Kapiteln 1 und 2 von [AH 1935]
dar. Das néchste Kapitel VII ,Metrische Riume* beginnt mit einem Paragra-
phen iiber vollstindige Rdume. Darin ist der Abschnitt iiber dyadische Mengen
und Méchtigkeitssitze eine wortliche Ubersetzung der entsprechenden Passagen
in §26 von HAUSDORFFs Buch. Die weiteren Paragraphen dieses Kapitels mit
den Titeln ,Mengenraume®, ,,Zusammenhang in metrischen Raumen“, ,Jordan-
sche Kontinua“enthalten zwar einzelne Textstiicke aus der Mengenlehre, sind
im {iibrigen aber neu verfaft. Das Kapitel VIII ist mit ,Deskriptive Mengen-
lehre iiberschrieben. Es beginnt mit HAUSDORFFs § 32 ,Die Borelschen und
Suslinschen Mengen“in weitgehend wortlicher Ubersetzung, aber mit einem
neu verfaliten zusitzlichen Abschnitt. Der Michtigkeitssatz auf S.179 von [H
1927a] heift in der russischen Ausgabe ,,Theorem von Alexandroff-Hausdorff*.
Der §33 ,Existenzbeweise’ ist neu verfalt. Der §34 ,Kriterien fiir Borelsche
Mengen“ ist wortlich iibersetzt, enthilt aber einen zusitzlichen Abschnitt ,,Hin-
reichende Bedingungen (Zweite Methode)“. Kapitel VIII bringt dann noch
zwei Paragraphen: ,Stetige Bilder Borelscher und Suslinscher Mengen® und ,,To-
pologische Invarianz von Mengenklassen“. Der erste enthilt das meiste aus
HAUSDORFFs §37 in wortlicher Ubersetzung, der zweite beginnt mit HAUS-
DORFFs Gs-Satz ([H 1924], [H 1927a], S.214, Satz III, hier auch ,Satz von
Alexandroff-Hausdorff“ genannt), ab diesem Satz folgt eine wortliche Uberset-
zung von HAUSDORFFs § 38. Kapitel IX ,Reelle Funktionen“ schlieflich ist im
wesentlichen eine wortliche Ubersetzung des entsprechenden Kapitels in HAUS-
DORFFs Buch.

Es deutet nichts darauf hin, daff HAUSDORFF iiberhaupt etwas von der russi-
schen Ausgabe seines Buches erfahren hat. In den Referatenjournalen, zu denen
er mit der Hilfe von E. BESSEL-HAGEN noch Zugang hatte, wird diese Ausgabe
nicht erwdhnt. Ob er mit der doch sehr weitgehenden Umarbeitung einverstan-
den gewesen wire, 148t sich nicht sagen. Es scheint jedenfalls ziemlich sicher zu
sein, daf er nicht gefragt wurde; ein Einverstindnis seinerseits hatten ALEX-
ANDROFF und KOLMOGOROFF vermutlich erwihnt. Den Verlag brauchte man
nicht zu fragen, denn die Sowjetunion hat sich damals um Fragen des Copyright
nicht gekiimmert.

In der Kampagne gegen LUSIN wurde diesem besonders vorgeworfen, daf
er liebedienerische Beziehungen“zu ausléndischen Gelehrten unterhalten ha-
bel% deren Verdienste iiber Gebiihr herausgestellt habe und es versiumt habe,
die grofen Verdienste der sowjetischen Mathematik geniigend in den Vorder-
grund zu riicken. Das von ALEXANDROFF und KOLMOGOROFT gezeichnete Vor-
wort datiert vom 7. August 1936; einen Tag davor war die Stellungnahme der
sowjetischen Akademie zum ,Fall Lusin“ in der Pravda verdflentlicht worden, in
der zahlreiche Vorwiirfe aus der monatelangen Hetzkampagne noch einmal auf-
gelistet waren. Aus heutiger Sicht muff man es wiirdigen, daR ALEXANDROFF

110[pg 1997], S. 138-140.
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und KOLMOGOROFF in dieser Situation eine Teoria mnoshestvch unter HAUS-
DORFFs Namen herausbrachten und nicht — die wortlich {ibersetzten Kapitel
auch noch modifizierend — unter ihrem eigenen Namen. Dies hitte ganz im Rah-
men der offiziellen sowjetischen Wissenschaftspolitik gelegen; daf sie es nicht
taten, kann vielleicht als ein Indiz fiir die tiefe Verehrung und Dankbarkeit
gegeniiber HAUSDORFF gewertet werden.'!!

Die englische Ausgabe der Mengenlehre, deren erste Auflage 1957 bei Chel-
sea in New York erschien, ist eine wortliche Ubersetzung von [H 1935a]'!2,
ausgefiihrt von einer Gruppe von Mathematikern unter Leitung von JOHN
R. AUMANN. Vorangestellt ist ein ganz kurzes ,Editor’s Preface”, gezeichnet
mit A. G., aus dem lediglich hervorgeht, daf sich die Ubersetzungsarbeit lange
hingezogen hat und dal dem Herausgeber A. G. die Endredaktion oblag. In
der zweiten Auflage (1962) sind zwei je reichlich eine halbe Seite umfassende
Zusitze von R. L. GOODSTEIN angefiigt: ,Appendix E, on the contradictions in
Naive Set Theory*“ und ,Appendix F, on the Axiom of Choice®.

Die englische Ausgabe war ein sehr erfolgreiches Buch: die vierte Auflage
erschien 1991, fast 80 Jahre nach der Entstehung des grofiten Teiles dieses
Werkes.
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