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О длине невыполнимой подформулы

А. В. Селиверстов
Через ⊥ и ⊤ обозначены булевы константы: ложь и истина, соответственно. Для

двух чисел α < β множество α-or-β-in-SAT состоит из КНФ, для которых существует
такая (⊥,⊤)-оценка переменных, что в каждой элементарной дизъюнкции истинными
оказались либо ровно α, либо ровно β литералов. Для k < α < β множество α-or-β-in-
SAT не содержит ни одной k-КНФ. Некоторая 2-КНФ φ принадлежит множеству 1-or-
2-in-SAT тогда и только тогда, когда φ выполнима. Некоторая 3-КНФ φ принадлежит
множеству 1-or-2-in-SAT тогда и только тогда, когда φ принадлежит множеству NAE-
3-SAT. Оно состоит из тех 3-КНФ, для которых существует такая (⊥,⊤)-оценка пере-
менных, что в каждой дизъюнкции некоторый литерал ложный и некоторый литерал
истинный. Принадлежность 3-КНФ φ(p1, . . . , pn) к NAE-3-SAT равносильна выполни-
мости формулы φ(p1, . . . , pn)∧φ(¬p1, . . . ,¬pn). Задача распознавания принадлежности
3-КНФ к NAE-3-SAT, как известно, NP-полная. Длина формулы служит естественным
параметром для оценки вычислительной сложности [1]. Поэтому интересна возмож-
ность замены исходной 3-КНФ на подформулу.

Теорема. Дана пропозициональная КНФ φ(p1, . . . , pn) с m элементарными дизъ-
юнкциями от n переменных. Если φ не принадлежит к α-or-β-in-SAT и выполнено
условие m > 2n + 2, то существует КНФ, которая не принадлежит к α-or-β-in-SAT и
получена удалением из φ некоторой элементарной дизъюнкции.

Полученная граница для числа элементарных дизъюнкций невыполнимой подфор-
мулы в 2-КНФ близка к оптимальной. Существует невыполнимая 2-КНФ с m = 2n
элементарными дизъюнкциями от n переменных, для которой выполнима подформу-
ла, полученная удалением любой элементарной дизъюнкции. Примером служит 2-КНФ

(¬p1 ∨ p2) ∧ (p1 ∨ ¬p2) ∧ · · · ∧ (¬pn−1 ∨ pn) ∧ (pn−1 ∨ ¬pn) ∧ (pn ∨ p1) ∧ (¬pn ∨ ¬p1),
где каждая переменная дважды входит позитивно и дважды — негативно. С другой
стороны, граница для уменьшения числа элементарных дизъюнкций лежит в области,
где почти любая 2-КНФ невыполнима [2].
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