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Ðàñïîçíàâàíèå âåùåñòâåííûõ êóáè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíî-
ñòåé áåç ïðÿìîé èç îñîáûõ òî÷åê

Ïóñòü ïðîåêòèâíàÿ êóáè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü F îïðåäåëåíà
íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ãëàäêàÿ òî÷êà P ∈ F íàçûâàåòñÿ
ýëëèïòè÷åñêîé, åñëè îíà ñëóæèò èçîëèðîâàííîé âåùåñòâåííîé òî÷-
êîé ïåðåñå÷åíèÿ F ñ êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ TP â ýòîé òî÷êå,
è ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà;
ýòî ñâîéñòâî ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåòñÿ.

Òåîðåìà 1. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ âåùåñòâåííîé ïðÿ-
ìîé L, ñîñòîÿùåé èç îñîáûõ òî÷åê ãèïåðïîâåðõíîñòè F , ñëóæèò ñó-
ùåñòâîâàíèå ýëëèïòè÷åñêîé òî÷êè P ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ L, ñîñòîÿùàÿ èç îñîáûõ òî÷åê ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè F . Òîãäà ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå TP ∩ F ñîäåðæèò äâå âåùåñòâåí-
íûå îñîáûå òî÷êè P è Q ∈ TP ∩L. Ñëåäîâàòåëüíî, ñå÷åíèå ñîäåðæèò
âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ PQ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò èçîëèðîâàííîñòè
òî÷êè P . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 1. Åñëè êóáè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü èìååò äâå âåùåñòâåí-
íûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òî îäíà èç íèõ îðèåíòèðóåìàÿ è îãðàíè-
÷èâàåò âûïóêëóþ îáëàñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, îðèåíòèðóåìàÿ êîìïîíåí-
òà ñîäåðæèò ýëëèïòè÷åñêóþ òî÷êó. Êðîìå òîãî, ñâîéñòâî ñîäåðæàòü
ýëëèïòè÷åñêóþ òî÷êó óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìàëûõ äåôîðìàöèé.
Ìíîãèå êóáè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ñîäåðæàò ýëëèïòè÷åñêóþ òî÷êó. Íî
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå â òåîðåìå 1 íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Êîíóñ
íå ñîäåðæèò ýëëèïòè÷åñêîé òî÷êè. Òàêæå ñóùåñòâóþò îñîáûå êó-
áè÷åñêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè, îòëè÷íûå îò êîíóñà, ó êîòîðûõ ãåññè-
àí òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ [1]. Äèàãîíàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Êëåáøà
ãëàäêàÿ, íî îíà íå ñîäåðæèò ýëëèïòè÷åñêîé òî÷êè. Çîíòèê Óèòíè,
çàäàííûé ôîðìîé x2

1x3 − x2
2x0, ñëóæèò ïðèìåðîì ëèíåé÷àòîé ïî-

âåðõíîñòè, ñîäåðæàùåé ïðÿìóþ èç îñîáûõ òî÷åê. Ýòà ïðÿìàÿ çàäàíà
óðàâíåíèÿìè x1 = x2 = 0. Çîíòèê Óèòíè íå ñîäåðæèò ýëëèïòè÷åñêîé
òî÷êè.

Ðàññìîòðèì êóáè÷åñêóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü F ⊂ RPn è ãèïåðïëîñ-
êîñòü H ⊂ RPn, çàäàííûå ôîðìàìè f(x0, . . . , xn) è h(x0, . . . , xn), ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïóñòü êóáè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü FH ⊂ RPn+1 çà-
äàíà ôîðìîé h2xn+1 + f . Ýòà ãèïåðïîâåðõíîñòü FH èìååò îñîáóþ
òî÷êó ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè (0 : · · · : 0 : 1).
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Òåîðåìà 2. Åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü F ñîäåðæèò îñîáóþ òî÷êó
P ∈ F ∩ H ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè (p0 : · · · : pn), òî ñóùå-
ñòâóåò ïðÿìàÿ èç îñîáûõ òî÷åê íà ãèïåðïîâåðõíîñòè FH; ýòà ïðÿ-
ìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P . Òî÷êè ýòîé ïðÿìîé èìåþò êîîðäèíàòû
(p0 : · · · : pn : xn+1), ãäå xn+1 ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå.
Îáðàòíî, åñëè îñîáàÿ òî÷êà P̌ ∈ FH ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè
(p0 : · · · : pn+1) îòëè÷íà îò òî÷êè (0 : · · · : 0 : 1), òî å¼ ïðîåêöèÿ P ∈ F
ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè (p0 : · · · : pn) òîæå îñîáàÿ.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü H çàäàíà ôîðìîé xn. Òîãäà àô-
ôèííàÿ ÷àñòü FH ñëóæèò ãðàôèêîì ìíîãî÷ëåíà −f(x0, . . . , xn−1, 1).
Åñëè ýòîò ìíîãî÷ëåí äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â òî÷êå P 6∈ H
è ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà â òî÷êå P , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà P̌ ∈ FH ýëëèï-
òè÷åñêàÿ.

Ïóñòü êóáè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü F ñîäåðæèò äâå âåùåñòâåí-
íûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ïðè÷¼ì îðèåíòèðóåìàÿ êîìïîíåíòà íå
ïåðåñåêàåò ãèïåðïëîñêîñòü H. Âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé îðè-
åíòèðóåìîé êîìïîíåíòîé, íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, îïðåäåëÿþùèé àô-
ôèííóþ ÷àñòü ãèïåðïîâåðõíîñòè, äîñòèãàåò ìèíèìóìà. (Ýòîò ìíî-
ãî÷ëåí îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ.) Òîãäà ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü FH ñîäåðæèò ýëëèïòè÷åñêóþ òî÷êó.

Íàïîìíèì çàäà÷ó ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà. Äàíî ìóëüòèìíîæåñòâî
ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë {α0, . . . , αn}. Ìîæíî ëè åãî ðàçáèòü íà
äâà ïîäìíîæåñòâà ñ ðàâíûìè ñóììàìè ýëåìåíòîâ? Òî÷êè ñ êîîð-
äèíàòàìè ±1 íàçûâàþòñÿ (−1, 1)-òî÷êàìè. Îáîçíà÷èì ôîðìû g =
α0x0 + α1x

3
1 + · · · + αnx

3
n è ` = α0x0 + α1x1 + · · · + αnxn. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç G è L ïðîåêòèâíûå ãèïåðïîâåðõíîñòü è ãèïåðïëîñêîñòü,
çàäàííûå ôîðìàìè g è `, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà çàäà÷à ñîñòîèò â
ðàñïîçíàâàíèè ïðèíàäëåæíîñòè õîòÿ áû îäíîé (−1, 1)-òî÷êè ãèïåð-
ïëîñêîñòè L. Ýòà çàäà÷à NP -ïîëíà.
Òåîðåìà 3. [2, 3] Äàíî ìóëüòèìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë {α0, . . . , αn}. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó îñîáûìè òî÷êàìè ñå÷åíèÿ G ∩L è (−1, 1)-òî÷êàìè, ïðèíàäëå-
æàùèìè ãèïåðïëîñêîñòè L.

Â ñëó÷àå, êîãäà îñîáûìè ìîãóò áûòü òîëüêî (−1, 1)-òî÷êè, äîñòà-
òî÷íî ïðîâåðèòü, ñîäåðæèò ëè îñîáóþ òî÷êó îäíà èç äâóõ ãèïåðïî-
âåðõíîñòåé, íàïðèìåð, çàäàííûõ ôîðìàìè x0 ± x1. Ïîýòîìó ñëåä-
ñòâèåì òåîðåì 2 è 3 ñëóæèò òàêîé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 4. Çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ñâîäèòñÿ çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðÿìîé èç îñîáûõ
òî÷åê íà âåùåñòâåííîé êóáè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè.

Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé,
õîòÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îòñóòñòâèå ïðÿìîé, ñîñòîÿùåé èç îñîáûõ
òî÷åê, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ â ñèëó òåîðåìû 1.
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Î ãðóïïàõ ñ êîíå÷íûì ýíãåëåâûì ýëåìåíòîì
Ýëåìåíò a ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ýíãåëåâûì [[1],

ñòð. 541], åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ G ñóùåñòâóåò òàêîå çàâè-
ñÿùåå îò íåãî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n = n(b), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî [...[[b, a], a]..., a] = [b, na] = 1. Ãðóïïû ñ ýíãåëåâûìè ýëåìåíòàìè
èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè [[1], ñòð. 540-544]. Ýëåìåíò a íàçûâà-
åòñÿ êîíå÷íûì â ãðóïïå G, åñëè â G êîíå÷íû âñå ïîäãðóïïû âèäà
〈a, ab〉. Êàê äîêàçàíî â [2], ñóùåñòâóþò äâóïîðîæäåííûå áåñêîíå÷-
íûå ôèíèòíî-àïïðîêñèìèðóåìûå p-ãðóïïû, ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íûõ
ýíãåëåâûõ ýëåìåíòîâ. Â [3] ïîñòðîåíû ïðèìåðû äâóïîðîæäåííûõ áåñ-
êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåïðèìàðíûõ ãðóïï îãðàíè÷åííîãî ÷åòíîãî ïåðè-
îäà, â êîòîðûõ êàæäàÿ äèýäðàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé,
ò.å. êàæäàÿ èíâîëþöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îãðàíè÷åííûì ýíãåëåâûì
ýëåìåíòîì. Ñîãëàñíî òåîðåìå Áýðà [[4], ñòð. 17-18] ýíãåëåâ ýëåìåíò
êîíå÷íîé ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â åå ïîäãðóïïå Ôèòòèíãà F (G), ÷òî
òàêæå ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà, áîëåå èçâåñòíîãî â òåîðèè êîíå÷íûõ
ãðóïï êàê òåîðåìà Áýðà-Ñóçóêè:

Ïóñòü D � êëàññ ñîïðÿæåííîñòè êîíå÷íîé ãðóïïû G, ñîñòîÿ-
ùèé èç p-ýëåìåíòîâ. Åñëè 〈x, y〉 ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé äëÿ âñåõ x, y ∈
D, òî
D ⊆ Op(G), [5][òåîðåìà 226].
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