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Отношение эквивалентности Eℵ0 (равенство с точностью до счетного множества) опре-
деляется как

𝑋Eℵ0𝑌, когда симметрическая разность 𝑋Δ𝑌 не более чем счетна.

Здесь 𝑋, 𝑌 – множества в бэровском пространстве 𝜔𝜔, хотя все сказанное ниже сохраняет
силу для вещественной прямой и вообще любого совершенного польского пространства.
Аксиома выбора AC позволяет выбрать определенный элемент в каждом Eℵ0 -классе экви-
валентности, т.е. существует функция 𝑠 : P(𝜔𝜔) → P(𝜔𝜔), удовлетворяющая соотношени-
ям 𝑠(𝑋)Eℵ0𝑋 для всех 𝑋 ⊆ 𝜔𝜔 и 𝑠(𝑌 ) = 𝑠(𝑋) для всех таких 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝜔𝜔, что 𝑋Eℵ0𝑌 ; такая
функция называется селектором для отношения Eℵ0 , см. [1; раздел 12.D].

Однако применением аксиомы выбора не решается вопрос существования эффективно
определенного селектора 𝑠, т.е. вопрос выбора конкретного, вполне определенного множе-
ства в каждом Eℵ0 -классе точечных множеств. Ответ на этот вопрос зависит от того, какие
точечные множества мы рассматриваем. Например, в каждом классе Eℵ0 -эквивалентности
замкнутых множеств 𝑋 ⊆ 𝜔𝜔 существует единственное совершенное множество, которое
и можно взять в качестве 𝑠(𝑋), получая эффективно определенный селектор. Следующая
наша теорема распространяет этот результат на значительно более широкий класс Δ0

2 тех
множеств, которые являются одновремено F𝜎 и G𝛿.

Теорема. Существует эффективно определенный селектор для отношения Eℵ0 на
Δ0

2-множествах бэровского пространства.

Теорема дает наилучший возможный результат, поскольку уже для следующего по объе-
му множеств борелевского класса F𝜎 эффективно определимых селекторов, вообще говоря,
нет. Это вытекает из следующего результата, недавно полученного в [2; 5.5], состоящего
в том, что средствами ZFC невозможно построить эффективно определенный селектор
для отношения Eℵ0 на более широком, чем Δ0

2, классе F𝜎-множеств.1

Доказательство теоремы использует следующую лемму.
Как обычно, 𝑋 обозначает топологическое замыкание множества 𝑋.

Лемма. Если 𝑋 – счетное G𝛿-множество в польском пространстве, то замыка-
ние 𝑋 множества 𝑋 счетно. Следовательно, если Δ0

2-множества 𝑋 , 𝑌 удовлетворя-
ют 𝑋Eℵ0𝑌 , то выполнено и 𝑋Eℵ0𝑌 .

Данная работа была проделана при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (грант № 18-29-13037).

1Более точно, результат [2; 5.5] состоит в том, что отношение Eℵ0 на F𝜎-множествах не имеет
селектора, измеримого по Бэру. Однако в известной модели Соловея [3] теории ZFC все ROD
отображения измеримы по Бэру. Класс ROD (вещественно-ординально определимые множества,
real-ordinal definable) состоит из всех множеств, определимых теоретико-множественными форму-
лами с ординалами и точками 𝜔𝜔 (т.е. вещественными числами, reals, в терминологии современной
дескриптивной теории множеств) в роли параметров. Класс ROD с лихвой содержит все множе-
ства, которые можно считать эффективно определимыми в самом широком смысле, см. об этом
в [4; § 7]. Поэтому в модели Соловея отношение Eℵ0 на F𝜎-множествах не имеет ROD селектора,
а значит, не имеет селектора, эффективно определимого в любом разумном смысле.
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Доказательство. В противном случае 𝑋 – счетное плотное G𝛿-множество в несчетном
польском пространстве 𝑋, чего не может быть.

Мы также используем разностную иерархию Δ0
2-множеств. Как известно (см. об этом

в [1; 22.E] или [5; § 34.VI]), каждое Δ0
2-множество 𝐴 в польском пространстве X может быть

представлено в виде

𝐴 =
⋃︁

𝜂<𝜗

(𝐹𝜂 ∖𝐻𝜂),

где 𝜗 < 𝜔1, а 𝐹0 ⊇ 𝐻0 ⊇ 𝐹1 ⊇ 𝐻1 ⊇ · · · ⊇ 𝐹𝜂 ⊇ 𝐻𝜂 ⊇ · · · – убывающая последовательность
замкнутых множеств в X, определенных трансфинитной индукцией, так что

𝐹0 = X, 𝐻𝜂 = 𝐹𝜂 ∖𝐴, 𝐹𝜂+1 = 𝐻𝜂 ∩ 𝐹𝜂 ∩𝐴,

и берем пересечение на предельных шагах. Из-за сепарабельности имеем 𝐹𝜗 = ∅ для
некоторого ординала 𝜗 < 𝜔1, на котором построение заканчивается.

Доказательство теоремы. Достаточно проверить, что если Δ0
2-множества

𝐴, 𝐵 ⊆ 𝜔𝜔 удовлетворяют 𝐴Eℵ0𝐵, то соответствующие убывающие последовательности
замкнутых множеств

𝐹 𝐴
0 ⊇ 𝐻𝐴

0 ⊇ 𝐹 𝐴
1 ⊇ 𝐻𝐴

1 ⊇ · · · ⊇ 𝐹 𝐴
𝜂 ⊇ 𝐻𝐴

𝜂 ⊇ · · ·

𝐹 𝐵
0 ⊇ 𝐻𝐵

0 ⊇ 𝐹 𝐵
1 ⊇ 𝐻𝐵

1 ⊇ · · · ⊇ 𝐹 𝐵
𝜂 ⊇ 𝐻𝐵

𝜂 ⊇ · · ·

}︂
(𝜂 < 𝜗 = 𝜗𝐴 = 𝜗𝐵), 2

которые удовлетворяют соотношениям 𝐴 =
⋃︀

𝜂<𝜗(𝐹 𝐴
𝜂 ∖𝐻𝐴

𝜂 ) и 𝐵 =
⋃︀

𝜂<𝜗(𝐹 𝐵
𝜂 ∖𝐻𝐵

𝜂 ), также
удовлетворяют соотношению

𝐹 𝐴
𝜂 Eℵ0𝐹 𝐵

𝜂 , 𝐻𝐴
𝜂 Eℵ0𝐻𝐵

𝜂 для всех 𝜂 < 𝜗. (1)

Если это доказано, то совершенные ядра3 PK(𝐹 𝐴
𝜂 ) и PK(𝐹 𝐵

𝜂 ) множеств 𝐹 𝐴
𝜂 и 𝐹 𝐵

𝜂 тож-
дественны: PK(𝐹 𝐴

𝜂 ) = PK(𝐹 𝐵
𝜂 ), и аналогично выполнено PK(𝐻𝐴

𝜂 ) = PK(𝐻𝐵
𝜂 ). Отсюда

следует, что множества

𝑠(𝐴) =
⋃︁

𝜂<𝜗

(PK(𝐹 𝐴
𝜂 ) ∖PK(𝐻𝐴

𝜂 )) и 𝑠(𝐵) =
⋃︁

𝜂<𝜗

(PK(𝐹 𝐵
𝜂 ) ∖PK(𝐻𝐵

𝜂 ))

тождественны (в предположении, что 𝐴, 𝐵 суть Δ0
2-множества и 𝐴Eℵ0𝐵) и, кроме того,

выполнено 𝐴Eℵ0𝑠(𝐴) для каждого Δ0
2-множества 𝐴. Таким образом, 𝑠 – требуемый селек-

тор, что и заканчивает доказательство теоремы.

Само доказательство соотношения (1) выполняется по индукции.
Мы имеем 𝐹 𝐴

0 = 𝐹 𝐵
0 = 𝜔𝜔 – база индукции.

Допустим, что 𝐹 𝐴
𝜂 Eℵ0𝐹 𝐵

𝜂 . Тогда и

(𝐹 𝐴
𝜂 ∖𝐴)Eℵ0(𝐹

𝐵
𝜂 ∖𝐵)

(поскольку предполагается, что 𝐴Eℵ0𝐵). Значит, 𝐻𝐴
𝜂 Eℵ0𝐻𝐵

𝜂 по лемме. И далее, совершенно
аналогично, 𝐹 𝐴

𝜂+1Eℵ0𝐹 𝐵
𝜂+1, что завершает шаг 𝜂 → 𝜂 + 1.

Предельный шаг в выводе соотношения (1) не вызывает вопросов.

2При необходимости более короткая из этих двух убывающих последовательностей продолжа-
ется здесь до длины более длинной последовательности пустыми множествами.

3Совершенное ядро PK(𝑋) есть наибольшее совершенное подмножество замкнутого 𝑋.
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