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ГЕНЕРИЧЕСКОЕ СВОЙСТВО

МНОЖЕСТВА � ПО СОЛОВЕЮ

В. Г. Кановей, В. А. Любецкий

Аннотация. Доказано, что множество � по Соловею является генерическим мно-
жеством над исходной моделью в смысле форсинга, отношение порядка которого
расширяет отношение порядка данного форсинга.
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1. Введение. Статья Соловея [1] принадлежит к классике форсинга.
Ее главный результат — построение указанной в ее названии модели, а также
близкой модели, в которой измеримыми по Лебегу утверждаются только опре-
делимые множества, но аксиома выбора верна в отличие от первой модели, в
которой она по необходимости нарушена. В этой статье Соловей ввел несколь-
ко методов в теории множеств, ключевых для последующего развития метода
форсинга. Одним из них была «важная лемма» из [1, разд. 4.4], которая утвер-
ждает, что любое генерическое расширение исходной модели также является
генерическим расширением любой промежуточной модели в смысле определен-
ного форсинга �, который является подмножеством исходного форсинга.

В теореме 3 данной статьи доказано, что, в контексте построения Соловея,
и само множество � генерическое над исходной моделью в смысле форсинга Q,
близко связанного с данным форсингом P в том смысле, что его область равна
области данного форсинга P, но само отношение порядка ≤Q ⊆-расширяет
порядок ≤P данного форсинга.

В качестве приложения этой теоремы мы излагаем краткое доказательство
следующего результата (теорема 4): любая подмодель генерического по Коэну
расширения некоторой модели сама является генерическим по Коэну расшире-
нием исходной модели (либо совпадает с последней), а с другой стороны, само
данное расширение является генерическим по Коэну расширением этой про-
межуточной подмодели (либо опять совпадает с последней). Этот результат в
принципе известен для специалистов в области форсинга, но ни одного опубли-
кованного доказательства нам неизвестно.

2. Множество Соловея �. Упомянутый результат Соловея состоит
в следующем.
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Предложение 1. Предположим, что P — форсинг в теоретико-множест-
венном универсуме V , множество G ⊆ P является P-генерическим множеством
над V , t ∈ V есть P-имя, X = t[G] ⊆ V (через t[G] обозначается G-оценка,
или интерпретация, имени t; t[G] ∈ V [G]). Тогда существует такое множество
� = �(X, t) ∈ V [G], � ⊆ P, что

(I) � замкнуто вниз в P, т. е. если q ∈ �, p ∈ P и p ≤ q, то q ∈ � (p ≤ q
означает, что вынуждающее условие q более сильное, чем p);

(II) V [�] = V [X ];
(III) G ⊆ � и G �-генерическое над V [X ];
(IV) класс V [G] есть �-генерическое расширение модели V [X ] = V [�];
(V) если множество G′ ⊆ � �-генерическое над V [X ], то G′ P-генерическое

над V и, кроме того, t[G′] = X .

Доказательство (набросок построения �, см. подробное доказательство
в [1, 4.4] или [2, 13.3.2]). Полагаем � = P \ ⋃

ξ<ϑ

Aξ, где ординал ϑ определяется в

ходе построения (см. ниже), а последовательность множеств Aξ ⊆ P — в V [G]
следующим образом.

(1) A0 состоит из всех «условий» p ∈ P, вынуждающих x̆ ∈ t для некоторого
x ∈ V \ X или x̆ /∈ t для некоторого x ∈ X (если x ∈ V , то x̆ — каноническое
имя для x).

(2) Aξ+1 состоит из всех таких «условий» p ∈ P, для которых существует
плотное множество D ∈ V в P, удовлетворяющее следующему: если q ∈ D и
p ≤ q, то q ∈ Aξ.

(3) Aλ =
⋃
ξ<λ

Aξ для предельных ординалов λ.

Итак, каждое «условие» p ∈ A0 прямо противоречит допущению, что t —
имя для X , по (1), и это противоречие сохраняется в пп. (2) и (3) индуктивного
определения для все больших индексов ξ соответственно во все более непрямой
форме. Эта ⊆-возрастающая последовательность множеств Aξ ⊆ P стабилизи-
руется на каком-то предельном ординале ϑ ∈ V , и имеем множества A =

⋃
ξ<ϑ

Aξ

и � = P \A. �

Следующие работы (см. [3] и др.) о промежуточных подмоделях генериче-
ских расширений показали, что не только V [G] является генерическим расши-
рением промежуточной модели V [X ] согласно (III), но и сама промежуточная
модель V [X ] есть генерическое расширение исходной модели V (см. также [4,
факт 11; 5, 15.43; 6, 10.10; 7; 8, разд. 1] среди других ссылок). Теорема 3 ниже
(наш главный результат) свидетельствует, что на самом деле уже само �(X, t)
является генерическим множеством над V в смысле одного форсинга, тесно
связанного с данным форсингом P.

3. Генеричность множества �. Рассуждая в контексте предложения 1,
определим новый частичный порядок ≤t на P, который продолжает данное от-
ношение порядка ≤ = ≤P, так: p ≤t q, если «условие» q P-вынуждает над V ,
что p̆ ∈ �(t̆[G], t̆). Другими словами, для p ≤t q необходимо и достаточно, что-
бы соотношение p ∈ �(X, t) выполнялось всякий раз, когда множество G ⊆ P
генерическое над V , X = t[G] и q ∈ G.

Лемма 2. Отношение ≤t является отношением частичного порядка на P,
принадлежит V и продолжает данный порядок ≤ = ≤P, т. е. ≤P ⊆ ≤t (или, что
равносильно, соотношение p ≤P q влечет p ≤t q).
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Доказательство. Предположим, что p ≤t q ≤t r. Чтобы вывести p ≤t
r, допустим, что множество G ⊆ P генерическое над V , r ∈ G и X = t[G];
требуется проверить, что p ∈ �(X, t).

По определению q ∈ �(X, t). Рассмотрим любое множество G′ ⊆ �(X, t),
�(X, t)-генерическое над V [X ] и содержащее q. Тогда G′ P-генерическое над V
и t[G′] = X согласно (V). Поэтому p ∈ �(X, t), так как p ≤t q, что и требовалось.

Наконец, предположим, что p ≤ q, и выведем p ≤t q. Рассмотрим любое
множество G ⊆ P, генерическое над V и содержащее q ∈ G, и пусть X = t[G].
Чтобы доказать p ∈ �(X, t), заметим, что q ∈ �(X, t) согласно (III); теперь
p ∈ �(X, t) по (I). �

Теорема 3 (в условиях предложения 1). Пусть G ⊆ P является генери-
ческим множеством над V и X = t[G]. Тогда множество � = �(X, t) само
генерическое над V в смысле форсинга Pt = 〈P;≤t〉.

Доказательство. Допустим, что p ∈ P, q ∈ � и p ≤t q. Чтобы вывести
p ∈ �, рассмотрим любое множество G′ ⊆ �, �-генерическое над V [X ] и содер-
жащее q. Тогда G′ P-генерическое над V и t[G′] = X согласно (V). Стало быть,
p ∈ �, так как p ≤t q.

Докажем, что любые два «условия» p, q ∈ � ≤t-совместны в �. Ввиду
генеричности имеется «условие» r ∈ G, вынуждающее как p̆ ∈ �(t̆[G], t̆), так
и q̆ ∈ �(t̆[G], t̆). Тогда по определению получаем p ≤t r и q ≤t r, а с другой
стороны, r ∈ � согласно (III).

Проверим само условие генеричности. Рассмотрим произвольное ≤t-плот-
ное множество D ⊆ P (не обязательно плотное по отношению к исходному по-
рядку ≤). Пусть, напротив, какое-то «условие» p ∈ G вынуждает, что
D̆ ∩ �(t̆[G], t̆) = ∅. Согласно плотности имеется «условие» q ∈ D, удовлетворя-
ющее p ≤t q.

Теперь рассмотрим произвольное множество G′ ⊆ P, P-генерическое над V
и содержащее q, и пусть X ′ = t[G′]. Тогда q ∈ G′ ⊆ �′ = �(X ′, t), откуда по
доказанному следует p ∈ �′.

Наконец, рассмотрим множество G′′ ⊆ �′, �′-генерическое над V [X ′] и
содержащее p. Тогда G′′ P-генерическое над V и t[G′′] = X ′ согласно (V).
Таким образом, q ∈ D ∩ �(t[G′′], t) и p ∈ G′′, и приходим к противоречию с
выбором «условия» p. �

4. Промежуточные подмодели генерических расширений по Ко-
эну. Напомним, что генерические расширения по Коэну используют форсинг
C = 2<ω (все конечные диадические последовательности).

Теорема 4 (фольклор форсинга). Пусть точка a ∈ 2ω генерическая по
Коэну над универсумом V и X ∈ V [a], X ⊆ V . Тогда

(i) либо X ∈ V , либо модель V [X ] есть генерическое по Коэну расширение
универсума V ;

(ii) либо V [X ] = V [a], либо V [a] есть генерическое по Коэну расширение
модели V [X ].

Доказательство. Коэнов форсинг C = 2<ω, очевидно, счетен. Поэтому
при P = C как форсинг � в предложении 1, так и форсинг Q в теореме 3
счетны, а счетный форсинг, как известно, либо тривиален, либо производит
именно коэновское расширение. �
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